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Prefazione 
 
La presente tesi riguarda lo studio di procedimenti di ottimizzazione di sistemi smorzati. In particolare, i 
sistemi studiati sono strutture shear-type soggette ad azioni di tipo sismico impresse alla base. 
Per effettuare l’ottimizzazione dei sistemi in oggetto si agisce sulle rigidezze di piano e sui coefficienti di 
smorzamento effettuando una ridistribuzione delle quantità suddette nei piani della struttura.  
È interessante effettuare l’ottimizzazione di sistemi smorzati  nell’ottica della progettazione antisismica, 
in modo da ridurre la deformata della struttura e, conseguentemente, anche le sollecitazioni che agiscono 
su di essa.  
Il lavoro consta di sei capitoli nei quali vengono affrontate tre procedure numerico-analitiche per 
effettuare l’ottimizzazione di sistemi shear-type. 
 Nel primo capitolo si studia l’ottimizzazione di sistemi shear-type agendo su funzioni di trasferimento 
opportunamente vincolate. In particolare, le variabili di progetto sono le rigidezze di piano, mentre i 
coefficienti di smorzamento e le masse di piano risultano quantità note e costanti durante tutto il 
procedimento di calcolo iterativo; per effettuare il controllo dinamico della struttura si cerca di ottenere 
una deformata pressoché rettilinea. Tale condizione viene raggiunta ponendo le ampiezze delle funzioni 
di trasferimento degli spostamenti di interpiano pari all’ampiezza della funzione di trasferimento del 
primo piano. Al termine della procedura si ottiene una ridistribuzione della rigidezza complessiva nei vari 
piani della struttura. In particolare, si evince un aumento della rigidezza nei piani più bassi che risultano 
essere quelli più sollecitati da una azione impressa alla base e, conseguentemente, si assiste ad una 
progressiva riduzione della variabile di progetto nei piani più alti.  
L’applicazione numerica di tale procedura viene effettuata nel secondo capitolo mediante l’ausilio di un 
programma di calcolo in linguaggio Matlab. In particolare, si effettua lo studio di sistemi a tre e a cinque 
gradi di libertà. 
La seconda procedura numerico-analitica viene presentata nel terzo capitolo. Essa riguarda 
l’ottimizzazione di sistemi smorzati agendo simultaneamente sulla rigidezza e sullo smorzamento e 
consta di due fasi. La prima fase ricerca il progetto ottimale della struttura per uno specifico valore della 
rigidezza complessiva e dello smorzamento totale, mentre la seconda fase esamina una serie di progetti 
ottimali in funzione di diversi valori della rigidezza e dello smorzamento totale. 
Nella prima fase, per ottenere il controllo dinamico della struttura, viene minimizzata la somma degli 
scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano. Le variabili di progetto, aggiornate dopo ogni 
iterazione, sono le rigidezze di piano ed i coefficienti di smorzamento. Si pone, inoltre, un vincolo sulla 
quantità totale di rigidezza e di smorzamento, e i valori delle rigidezze e dei coefficienti di smorzamento 
di ogni piano non devono superare un limite superiore posto all’inizio della procedura. Anche in questo 
caso viene effettuata una ridistribuzione delle rigidezze e dei coefficienti di smorzamento nei vari piani 
della struttura fino ad ottenere la minimizzazione della funzione obiettivo. 
La prima fase riduce la deformata della struttura minimizzando la somma degli scarti quadrarici medi 
degli spostamenti di interpiano, ma comporta un aumento dello scarto quadratico medio 
dell’accelerazione assoluta dell’ultimo piano. Per mantenere quest’ultima quantità entro limiti accettabili, 
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si passa alla seconda fase  in cui si effettua una riduzione dell’accelerazione attraverso l’aumento della 
quantità totale di smorzamento.  
La procedura di ottimizzazione di sistemi smorzati agendo simultaneamente sulla rigidezza e sullo 
smorzamento viene applicata numericamente, mediante l’utilizzo di un programma di calcolo in 
linguaggio Matlab, nel capitolo quattro. La procedura viene applicata a sistemi a due e a cinque gradi di 
libertà. 
L’ultima parte della tesi ha come oggetto la generalizzazione della procedura che viene applicata per un 
sistema dotato di  isolatori alla base. Tale parte della tesi è riportata nel quinto capitolo.  
Per isolamento sismico di un edificio (sistema di controllo passivo) si intende l’inserimento tra la struttura 
e le sue fondazioni di opportuni dispositivi molto flessibili orizzontalmente, anche se rigidi in direzione 
verticale. Tali dispositivi consentono di ridurre la trasmissione del moto del suolo alla struttura in 
elevazione disaccoppiando il moto della sovrastruttura da quello del terreno. L’inserimento degli isolatori 
consente di ottenere un aumento del periodo proprio di vibrare della struttura per allontanarlo dalla zona 
dello spettro di risposta con maggiori accelerazioni. La principale peculiarità dell’isolamento alla base è 
la possibilità di eliminare completamente, o quantomeno ridurre  sensibilmente, i danni a tutte le parti 
strutturali e non strutturali degli edifici. Quest’ultimo aspetto è importantissimo per gli edifici che devono 
rimanere operativi dopo un violento terremoto, quali ospedali e i centri operativi per la gestione delle 
emergenze. Nelle strutture isolate si osserva una sostanziale riduzione degli spostamenti di interpiano e 
delle accelerazioni relative. La procedura di ottimizzazione viene modificata considerando l’introduzione 
di isolatori alla base di tipo LRB. Essi sono costituiti da strati in elastomero (aventi la funzione di 
dissipare, disaccoppiare il moto e mantenere spostamenti accettabili) alternati a lamine in acciaio (aventi 
la funzione di mantenere una buona resistenza allo schiacciamento) che ne rendono trascurabile la 
deformabilità in direzione verticale. Gli strati in elastomero manifestano una bassa rigidezza nei confronti 
degli spostamenti orizzontali. 
La procedura di ottimizzazione viene applicata ad un telaio shear-type ad N gradi di libertà con 
smorzatori viscosi aggiunti. Con l’introduzione dell’isolatore alla base si passa da un sistema ad N gradi 
di libertà ad un sistema a N+1 gradi di libertà, in quanto l’isolatore viene modellato alla stregua di un 
piano della struttura considerando una rigidezza e uno smorzamento equivalente dell’isolatore. 
Nel caso di sistema sheat-type isolato alla base, poiché l’isolatore agisce sia sugli spostamenti di 
interpiano, sia sulle accelerazioni trasmesse alla struttura, si considera una nuova funzione obiettivo che 
minimizza la somma incrementata degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano e delle 
accelerazioni. Le quantità di progetto sono i coefficienti di smorzamento e le rigidezze di piano della 
sovrastruttura. Al termine della procedura si otterrà una nuova ridistribuzione delle variabili di progetto 
nei piani della struttura. In tal caso, però, la sovrastruttura risulterà molto meno sollecitata in quanto tutte 
le deformazioni vengono assorbite dal sistema di isolamento. Infine, viene effettuato un controllo 
sull’entità dello spostamento alla base dell’isolatore perché potrebbe raggiungere valori troppo elevati. 
Infatti, la normativa indica come valore limite dello spostamento alla base 25cm; valori più elevati dello 
spostamento creano dei problemi soprattutto per la realizzazione di adeguati giunti sismici. 
La procedura di ottimizzazione di sistemi isolati alla base viene applicata numericamente mediante 
l’utilizzo di un programma di calcolo in linguaggio Matlab  nel sesto capitolo. La procedura viene 
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applicata a sistemi a tre e a cinque gradi di libertà. Inoltre si effettua il controllo degli spostamenti alla 
base sollecitando la  struttura con  il sisma di El Centro e il sisma di Northridge.  
I risultati hanno mostrato che la procedura di calcolo è efficace e inoltre gli spostamenti alla base sono 
contenuti entro il limite posto dalla normativa. Giova rilevare che il sistema di isolamento riduce 
sensibilmente le grandezze che interessano la sovrastruttura, la quale si comporta come un corpo rigido al 
di sopra dell’isolatore. 
In futuro si potrà studiare il comportamento di strutture isolate considerando diverse tipologie di isolatori 
alla base e non solo dispositivi elastomerici. Si potrà, inoltre, modellare l’isolatore alla base con un 
modello isteretico bilineare ed effettuare un confronto con i risultati già ottenuti per il modello lineare. 
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1 
 
OTTIMIZZAZIONE DI SISTEMI SHEAR TYPE AGENDO SULLA 
RIGIDEZZA 
 
1.1 Ottimizzazione di Sistemi Smorzati mediante Funzioni di Trasferimento. 
 
Gli effetti dello smorzamento sul sistema strutturale sono numerosi e di grande interesse 
scientifico. Per comprendere meglio tali sistemi smorzati spesso risultano utili gli studi 
sui problemi inversi agli autovalori e autovettori riguardanti sistemi strutturali non 
smorzati. Quando, però, lo smorzamento è abbastanza grande, oppure di tipo non 
proporzionale, i problemi inversi di sistemi non smorzati non forniscono informazioni 
rilevanti per la progettazione dei corrispondenti sistemi dotati di smorzamento. Per 
l’ottimizzazione di tali sistemi strutturali si introduce, dunque, una procedura di calcolo 
che pone un vincolo sulle funzioni di trasferimento della struttura. Con tale tecnica si 
mantengono sotto controllo i rapporti dei moduli delle funzioni di trasferimento, 
calcolate alla frequenza fondamentale del sistema, nonché frequenza di risonanza; i 
valori obiettivo della frequenza fondamentale non smorzata e dei rapporti delle 
ampiezze delle funzioni di trasferimento vengono raggiunti intervenendo sulle rigidezze 
di piano attraverso un problema inverso di tipo incrementale. Le iterazioni 
dell’algoritmo definiscono progressivamente i valori dei parametri che soddisfano i 
vincoli posti sulla frequenza fondamentale e sulle funzioni di risposta in frequenza, in 
termini di spostamenti relativi. Si noti che la frequenza fondamentale non smorzata è un 
parametro rappresentativo della rigidezza complessiva di una struttura. 
 
 
1.2 Progetto di ottimizzazione per un sistema discreto a 3 gradi di libertà. 
 
Si consideri un sistema massa-rigidezza a 3 gradi di libertà con smorzatori viscosi come 
illustrato in figura 1.1: 
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Figura 1.1: Modello massa-smorzamento a tre gradi di libertà soggetto ad un moto alla base. 
 
Siano: 
 [ ]321 ,, mmm=m  le masse del sistema; 
 [ ]321 ,, kkk=k  le rigidezze del sistema; 
 [ ]321 ,, ccc=c  i coefficienti di smorzamento del sistema. 
 
Siano, inoltre, 1u , 2u  e 3u  gli spostamenti delle masse del sistema.  
L’equazione del moto del modello strutturale a 3 gradi di libertà soggetto ad una 
accelerazione alla base gu&&  assume la forma: 
 
1.2.1)                                        guM1KuuCuM &&&&& −=++  
 
In notazione matriciale estesa la (1.2.1) assume la forma: 
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Si suppongano [ ]321 ,, mmm  e [ ]321 ,, ccc  quantità note e costanti durante il procedimento 
di calcolo iterativo, mentre [ ]321 ,, kkk  siano le variabili di progetto soggette ad 
aggiornamento durante le iterazioni.  
Si indichi con ω  la frequenza naturale dell’eccitazione alla base e siano )(1 ωU , )(2 ωU ,  
)(3 ωU  e )(ωgU&&  le trasformate di Fourier di 1u , 2u , 3u  e di gu&&  rispettivamente. La 
trasformata di Fourier dell’equazione (1.2.2) assume la forma: 
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In forma matriciale compatta la (1.2.3) assume la forma: 
 
1.2.4)                           ( ) )()(2 ωωωω gUi &&M1UMCK −=−+  
 
in cui i  rappresenta l’unità immaginaria. 
Siano 11 ud = , 122 uud −=  e 233 uud −=  gli spostamenti di interpiano. Le trasformate 
di Fourier )(1 ωδ , )(2 ωδ  e )(3 ωδ  degli spostamenti di interpiano sono legate a )(1 ωU ,  
)(2 ωU  e )(3 ωU  dalla relazione: 
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in cui  
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rappresenta la matrice di trasformazione deformazioni-spostamenti.  
Indicando con 1ω  la frequenza fondamentale non smorzata del sistema considerato, si 
definiscano le nuove quantità 1U
)
, 2U
)
 e 3U
)
 nel seguente modo: 
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Si definiscono le nuove quantità 1δ
)
, 2δ
)
, 3δ
)
 nel seguente modo: 
 
1.2.8)                                                       11 U
)) =δ  
1.2.9)                                    122 UU
))) −=δ  
1.2.10)                                      233 UU
))) −=δ  
 
Per la (1.2.3) e le (1.2.7), { }321 ,, UUU )))  devono soddisfare la seguente relazione: 
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in cui lh ,,2,1,0 K=  ed l rappresenta il numero di iterazioni necessario per ottimizzare il 
progetto iniziale. Per ottenere risultati soddisfacenti, per piccoli errori, occorre un 
numero di iterazioni pari a 200. 
Nella (1.2.11) la matrice A rappresenta la matrice di pseudo-impedenza ed è espressa 
dalla relazione: 
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Derivando l’espressione (1.2.11) rispetto alle variabili di progetto  jk  in cui 3,2,1=j , si 
ottiene: 
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Le tre matrici j,A  assumono l’aspetto: 
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Poiché la matrice A è regolare è possibile ricavare la sua inversa e, dunque, si può 
scrivere la sensitività di primo ordine di { }321 ,, UUU ))) : 
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Si può dunque ricavare la sensitività di primo ordine di { }32 ,, δδδ )))1  sostituendo nella 
(1.2.15) le espressioni (1.2.8), (1.2.9), (1.2.10): 
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)
)
)
)
)
)
TATA      
 
La quantità iδ)  può essere scritta come: 
 
1.2.17)                                            [ ] [ ]iii i δδδ ))) ImRe +=  
 
in cui [ ]Re  e [ ]Im  indicano rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria di un 
numero complesso. 
Il valore assoluto di iδ)  è definito dalla relazione: 
 
1.2.18)                                      [ ] [ ] hiii ))(Im)(Re( 22 δδδ ))) +=  
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L’espressione (1.2.18) rappresenta l’ampiezza della funzione di trasferimento relativa 
allo spostamento di interpiano.  
Le sensitività di primo ordine di iδ)  e del suo modulo si ricavano mediante le espressioni 
seguenti: 
     
1.2.19)                                           [ ]( ) [ ]( )( )
hjijiji
i ,,, ImRe δδδ
))) +=  
 
1.2.20)                               [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ }
h
jiijii
i
ji ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+= ,,, ImImReRe
1 δδδδδδ
))))
)
)
 
 
 
1.3 Formulazione del criterio di ottimizzazione. 
 
Per ottenere l’ottimizzazione di sistemi smorzati si agisce su funzioni di trasferimento 
opportunamente vincolate. In particolare, le quantità mantenute sotto controllo sono 
rappresentate dai rapporti dei valori assoluti delle funzioni di trasferimento, calcolate 
alla frequenza fondamentale non smorzata del sistema. I valori obiettivo vengono 
raggiunti intervenendo sulle rigidezze di piano durante tutta la fase di calcolo. 
A tal proposito si introduce la quantità: 
 
1.3.1)                             
h
k
k
k ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
=
)(
)(
)(
1
2
1 δ
δα )
)
,        
h
k
k
k ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
=
)(
)(
)(
1
3
2 δ
δα )
)
 
 
Si ricordi che l’autovalore associato alla frequenza fondamentale è definito come: 
 
1.3.2)                                                )()( 211 kk ω=Ω  
 
Si possono, inoltre, ricavare gli incrementi lineari delle espressioni (1.3.1) e (1.3.2): 
 
1.3.3)                                          j
j
k
k
kk ∆⋅∂
Ω∂=∆Ω )()( 11  
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1.3.4) 
h
j
jj
h
j
jj
kk
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
kk
k
k
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
∆⋅⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⋅∂
∂−∂
∂=
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
∆⋅⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
⋅∂
∂−⋅∂
∂=∆ )()()(
)(
1
)(
)()(
)(
1)()( 1
12
1
2
1
21
1
2
1 α
δδ
δδ
δδ
δ
δα
))
))
))
)
)
 
1.3.5) 
h
j
jj
h
j
jj
kk
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
kk
k
k
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
∆⋅⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⋅∂
∂−∂
∂=
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
∆⋅⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
⋅∂
∂−⋅∂
∂=∆ )()()(
)(
1
)(
)()(
)(
1)()( 2
13
1
2
1
31
1
3
2 α
δδ
δδ
δδ
δ
δα
))
))
))
)
)
 
Combinando le equazioni (1.3.3), (1.3.4) e (1.3.5) si ottiene il sistema di equazioni 
lineari: 
 
1.3.6)                      
h
h
h
kk
kk
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
∆
∆
∆Ω
=∆⋅
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
⋅∂
∂−∂
∂
⋅∂
∂−∂
∂
∂
Ω∂
)()(
)()(
)(
)(
)()(
)(
)()(
)(
21
11
1
2
13
1
12
1
αδ
αδ
αδδ
αδδ
)
)
))
))
 
 
Dunque, dalla risoluzione del sistema lineare (1.3.6) è possibile ricavare i k∆  che, 
iterazione dopo iterazione, aggiornano la matrice di rigidezza del sistema fino ad 
ottenere il soddisfacimento delle condizioni di vincolo poste sulle ampiezze delle 
funzioni di trasferimento. Il processo di calcolo verrà ripetuto fino a quando si 
approssimeranno le seguenti condizioni: 
 
1.3.7)                                  [ ] 1)( =
hj
kα          ;         [ ] 0)( =∆
hj
kα  
 
che equivale ad ottenere: 
 
1.3.8)                                              
hhj
kk )()( 1δδ )) =  
 
Si noti che la sensitività di )(1 kΩ  è espressa dalla seguente relazione: 
 
1.3.9)                                          )1(,
)1(
,1 )( VKV jj
T
k =Ω  
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in cui )1(V  rappresenta l’autovettore del sistema calcolato alla frequenza fondamentale e 
normalizzato rispetto alle masse unitarie. 
Inoltre, è possibile ricavare la sensitività di )(1 kω  rispetto alle variabili di progetto jk : 
 
1.3.10)                                     )1(,
)1(
1
,1 )(2
1)( VKV jj
T
k
k ωω =  
 
 
1.4   Applicazione della procedura di calcolo al sistema a 3 gradi di libertà. 
 
Per il sistema a 3 gradi di libertà sono valide le equazioni del paragrafo 1.2. 
Si introducono i rapporti )(1 kα  e )(2 kα  nel modo seguente: 
 
1.4.1)                                 
h
k
k
k ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
=
)(
)(
)(
1
2
1 δ
δα )
)
,        
h
k
k
k ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
=
)(
)(
)(
1
3
2 δ
δα )
)
 
 
Vengono calcolate le derivate della matrice di pseudo-impedenza A rispetto alle 
variabili di progetto jk : 
 
1.4.2)             MCKA 1,11,11,1, Ω−+= ωi  
1.4.3)                 MCKA 2,12,12,2, Ω−+= ωi  
1.4.4)             MCKA 3,13,13,3, Ω−+= ωi  
 
Per ricavare gli incrementi lineari dei rapporti )(kjα  è necessario calcolare le sensitività 
di primo ordine del vettore delle funzioni di trasferimento ( )hiδ)  rispetto alle variabili di 
progetto jk : 
 
1.4.5)                                  ( ) [ ]( )
h
T
jjjhji ,3,2,1,
δδδδ )))) =           3,2,1=j  
1.4.6)                                    
hh
inv
⎟⎟
⎟⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎝
⎛
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⋅⋅⋅⋅−=
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
3
2
1
1,
1
1,3
1,2
1,1
)(
δ
δ
δ
δ
δ
δ
)
)
)
)
)
)
TAAT -  
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1.4.7)                          
hh
inv
⎟⎟
⎟⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎝
⎛
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⋅⋅⋅⋅−=
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
3
2
1
2,
1
2,3
2,2
2,1
)(
δ
δ
δ
δ
δ
δ
)
)
)
)
)
)
TAAT -  
1.4.8)                          
hh
inv
⎟⎟
⎟⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎝
⎛
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⋅⋅⋅⋅−=
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
3
2
1
3,
1
3,3
3,2
3,1
)(
δ
δ
δ
δ
δ
δ
)
)
)
)
)
)
TAAT -  
 
Vengono inoltre calcolate le sensitività delle ampiezze delle funzioni di trasferimento, 
relative alla generica iterazione h: 
 
1.4.9)                      [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ }
h
jiijii
i
ji ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+= ,,, ImImReRe
1 δδδδδδ
))))
)
)
     
 
A questo punto della procedura di calcolo è possibile ricavare gli incrementi lineari dei 
rapporti )(kjα . Dopo semplici calcoli risulta: 
 
1.4.10)      +∆⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⋅∂
∂−∂
∂+∆⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⋅∂
∂−∂
∂=⋅∆ 21
2
1
2
2
11
1
1
1
2
11 )(
)()(
)(
)()(
)()( kk
k
k
k
k
kk
k
k
k
k
kk αδδαδδδα
))))
)  
                                       
31
3
1
3
2 )(
)()(
kk
k
k
k
k ∆⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⋅∂
∂−∂
∂+ αδδ
))
 
 
1.4.11)      +∆⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⋅∂
∂−∂
∂+∆⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⋅∂
∂−∂
∂=⋅∆ 22
2
1
2
3
12
1
1
1
3
12 )(
)()(
)(
)()(
)()( kk
k
k
k
k
kk
k
k
k
k
kk αδδαδδδα
))))
)  
                                       
32
3
1
3
3
)(
)()(
kk
k
k
k
k ∆⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⋅∂
∂−∂
∂+ αδδ
))
 
 
L’incremento lineare di )(1 kΩ  è dato dalla seguente relazione: 
 
1.4.12)                           3
3
1
2
2
1
1
1
1
1 )( kk
k
k
k
k
k ∆⋅∂
Ω∂+∆⋅∂
Ω∂+∆⋅∂
Ω∂=∆Ω  
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Le espressioni (1.4.10), (1.4.11) e (1.4.12) consentono di scrivere un sistema lineare che 
ha come incognite gli incrementi delle variabili di progetto ( )
hj
k∆ : 
 
1.4.13) 
h
h
h
kk
kk
k
k
k
k
kk
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
kkk
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
∆⋅
∆⋅=
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
∆
∆
∆
⋅
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅∂
∂−∂
∂⋅∂
∂−∂
∂⋅∂
∂−∂
∂
⋅∂
∂−∂
∂⋅∂
∂−∂
∂⋅∂
∂−∂
∂
∂
Ω∂
∂
Ω∂
∂
Ω∂
)()(
)()(
0
)(
)(
)(
)()(
)(
)()(
)(
)()(
)(
)()(
)(
)()(
21
11
3
2
1
2
3
1
3
3
2
2
1
2
3
2
1
1
1
3
1
3
1
3
2
1
2
1
2
2
1
1
1
1
2
3
1
2
1
1
1
αδ
αδ
αδδαδδαδδ
αδδαδδαδδ
)
)
))))))
))))))
 
Come condizione di controllo si pongono i seguenti vincoli: 
 
1.4.14)                                    ( ) ( )[ ]
hjFhj
k
N
k )(1)( ααα −=∆  
 
con 1)( =kFα . In questo modo la condizione ultima espressa nella (1.3.8) viene 
raggiunta incrementando i valori iniziali delle rigidezze attraverso i hjk )(∆ , ottenuti dal 
sistema precedente, al termine di ogni iterazione. 
Si pone inoltre una ulteriore condizione di vincolo che serve a garantire che la 
frequenza fondamentale rimanga costante durante tutto il processo di iterazione: 
 
1.4.15)                                      [ ] 01)( 111 =Ω−Ω=∆Ω FNk  
 
 
1.5 Progetto di ottimizzazione per un sistema discreto ad N gradi di libertà. 
 
Si consideri un modello ad n gradi di libertà. In tale paragrafo si generalizza la 
procedura di ottimizzazione illustrata per il sistema a 3 gradi di libertà estendendola al 
sistema ad n gradi di libertà. Le variabili di progetto saranno sempre le rigidezze 
{ }nkk ,1 KK . 
L’equazione (1.2.3) può essere generalizzata nel modo seguente: 
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1.5.1)                        ( ) )()(2 ωωωω gUi &&MrUMCK −=−+  
 
Nella (1.5.1) M, C, e K rappresentano rispettivamente la matrice delle masse, di 
smorzamento e di rigidezza. Il vettore { }T1,1 KK=r  rappresenta il vettore dei 
coefficienti di influenza per un input alla base del sistema. Il vettore 
{ }TnUU )(,),()( 1 ωωω KK=U  rappresenta il vettore che contiene le trasformate di 
Fourier degli spostamenti del sistema. 
L’equazione (1.2.11) per il sistema ad n gradi di libertà assume la forma: 
 
1.5.2)                                         -Mr)U(A =h
)
  
In tale equazione si ha { }TnUU )KK)) ,,1=U  e )( )( 11ω
ω
g
j
j U
U
U &&
) = . 
La matrice di impedenza A assume l’espressione: 
 
1.5.3)                                   hi M)CK(A
2
11 ωω −+=  
 
Le funzioni di trasferimento degli spostamenti di interpiano, calcolate alla frequenza 
fondamentale non smorzata della struttura si ottengono attraverso la seguente relazione: 
 
1.5.4)                                             hjj )( UT
)) =δ  
 
Nella (1.5.4) T rappresenta la matrice di trasformazione deformazioni-spostamenti.  
La generalizzazione della (1.2.13) per il sistema ad n gradi di libertà assume la forma: 
 
1.5.5)                                          hjj 0)UAU(A =+ ,,
))
 
 
Dall’equazione (1.5.5) j,U
)
 può essere esplicitato in funzione del vettore degli 
spostamenti assoluti: 
 
1.5.6)                                           hjj )UA-AU(
))
,
1
,
−=  
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Inoltre, è possibile ricavare la sensitività di primo ordine delle funzioni di trasferimento 
degli spostamenti di interpiano: 
 
1.5.7)                                              hjj )( ,
1 UATA,
)) −−=δ  
 
Il valore assoluto dell’espressione (1.5.4) rappresenta l’ampiezza delle funzioni di 
trasferimento dello spostamento di interpiano. La quantità mantenuta sotto controllo è 
rappresentata dal rapporto dei valori assoluti delle funzioni di trasferimento. 
L’incremento lineare di )(kjδ)  è espresso dalla relazione seguente: 
 
1.5.8)                              
h
j
j
j
j kk
k
k ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∆⋅∂
∂=∆ )()( δδ
)
)
          ),,1( mj KK=  
 
I rapporti )(kjα , per il sistema ad n gradi di libertà, sono definiti come segue: 
 
1.5.9)                                
h
j
j k
k
k ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
= +
)(
)(
)(
1
1
δ
δα )
)
                )1,,1( −= mj KK  
 
L’incremento lineare della (1.5.9) assume la forma: 
 
1.5.10)           
h
jj
h
jj
j kk
k
k
k
k
k
k
k
k
k ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∆⋅−∆=⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
∆⋅−∆=∆ +++ )(
)(
)(
)(
)(
)(
)(
)(
)(
)(
)( 1
11
1
12
1
1
1
1 δδ
α
δ
δδ
δ
δ
δ
δα )))
)
)
)
)
)
)
 
 
Sostituendo l’equazione (1.5.8) nell’equazione (1.5.10) si giunge al sistema di equazioni 
lineari nelle incognite di progetto { }Tmkkkk ∆∆∆=∆ ,,, 21 KK : 
 
1.5.11)           
h
jj
j kkkk
k
k
k
k
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
∆=∆⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
∂
∂−∂
∂ + )()()()()( 111 αδα
δδ )))
          )1,,1( −= mj KK  
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Combinando la (1.5.11) con l’espressione (1.3.3) si ricava il sistema lineare che 
consente, iterazione dopo iterazione, di ricavare gli incrementi k∆  che aggiornano la 
matrice di rigidezza del sistema iniziale: 
 
1.5.12)              
hmhm
h
m
m
kk
kk
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
⎪⎪
⎪
⎭
⎪⎪
⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
∆
∆
∆Ω
=
⎪⎪
⎪
⎭
⎪⎪
⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
∆
∆
∆
⋅
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
∂
∂−∂
∂
∂
∂−∂
∂
∂
Ω∂
−
−
)()(
)()(
)(
)(
)()(
)(
)()(
)(
11
11
1
2
1
1
1
1
12
1
αδ
αδ
αδδ
αδδ
) M
M
)
M
M
)) M
M
))
 
 
La risoluzione del sistema (1.5.12) avviene nell’intervallo Fj αα −0)( , in cui 0)( jα , per 
h=0, e Fα  rappresentano i valori iniziale e finale dei rapporti delle ampiezze delle 
funzioni di trasferimento. 
Gli incrementi lineari di hj )(α  sono forniti dalla relazione: 
 
1.5.13)                                          hjFhj N
)(1)( ααα −=∆  
 
in cui N rappresenta il numero di passi in cui è stato suddiviso l’intervallo di interesse. 
Per definire l’intervallo in cui iterare si introducono il valore iniziale )0(1Ω  e il valore 
finale F1Ω  dell’autovalore relativo alla frequenza fondamentale. L’incremento lineare 
di )(1 kΩ  è fornito dalla seguente relazione: 
 
1.5.14)                                         )(1 )0(111 Ω−Ω=∆Ω FN  
 
L’iterazione del sistema (1.5.12) negli intervalli );( 0 Fαα  e );( )0(1 FΩΩ  fornisce gli 
incrementi jk∆  con cui aggiornare la matrice di rigidezza del sistema iniziale. 
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1.6 Applicazione della procedura di ottimizzazione ad un sistema a N gradi di 
libertà. 
 
L’applicazione della tecnica numerica presentata nel paragrafo 1.5 richiede le 
operazioni illustrate di seguito. 
Per prima cosa si definiscono le matrici di rigidezza, di massa e di smorzamento: 
 
1.6.1)                        
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅+⋅−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅−⋅+−
⋅⋅−+
=
++
m
jjjj
j
k
kkkk
kkkk
kkk
000
0
0
00
11
322
221
K  ,    
 
con  mj ,,1 K=  variabili di progetto 
 
1.6.2)                                          
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅
⋅⋅⋅⋅
⋅
⋅
=
nm
m
m
00
00
00
2
1
M , 
1.6.3)                              
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅⋅⋅⋅⋅
⋅+−
⋅−+−
⋅−+
=
− nn cc
ccc
cccc
ccc
1
433
3322
221
000
00
0
00
C  
 
in cui n  rappresenta il numero di gradi di libertà del sistema. 
Mediante l’analisi modale si ricavano gli autovalori iΩ , le frequenze naturali iω  e gli 
autovettori iV  del sistema iniziale non smorzato: 
 
1.6.4)                  ( ) 02 =− ii VMK ω ;          ii Ω=2ω           con  ni ,,1 KK=  
 
Dopo aver ricavato gli autovettori del sistema, essi vengono normalizzati alle masse 
unitarie: 
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1.6.5)                [ ]nΨΨΨ=Ψ ,,, 21 K ,           IT =ΨΨ M  
 
Si ricava, a questo punto, la sensitività di primo ordine della matrice di rigidezza 
rispetto alle variabili di progetto jk : 
 
1.6.6)                               
j
j k∂
∂= KK ,                  ),,1( mj KK=  
 
Viene calcolata la sensitività di primo ordine dell’autovalore 1Ω  relativo alla frequenza 
fondamentale 1ω : 
 
1.6.7)                                         1111,1 ΨΨ=Ω ,KT  
                              1212,1 ΨΨ=Ω ,KT  
                                  M  
                              11,1 ΨΨ=Ω mTm ,K   
 
La sensitività di primo ordine della frequenza fondamentale assume la forma: 
 
1.6.8)                                          
1
1,1
1,1 2
)(
)( ωω
k
k
Ω=  
                                                                 M  
                                                     
1
,1
,1 2
)(
)( ωω
k
k mm
Ω=  
 
A questo punto si definisce la matrice di pseudo-impedenza A alla generica iterazione h: 
 
1.6.9)                                       [ ]hh iA M-CK 211)( ωω+=  
 
Poiché la matrice A è regolare, risulta possibile ricavare la sua inversa che prende il 
nome di matrice di pseudo-recettanza: 
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1.6.10)                                                hh AinvA )()(
1 =−  
 
Note le trasformate di Fourier degli spostamenti di interpiano )( 1ωiU  e 
dell’accelerazione alla base )( 1ωgU&&  si ricava il vettore [ ]TnUUU )KK))) ,,, 21=U  in cui 
)(
)(
1
1
ω
ω
g
i
i U
UU &&
) =  mediante la relazione: 
 
1.6.11)                                            
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−=
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−
m
h
m m
m
m
A
U
U
U
M)M
)
)
2
1
12
1
)(  
 
Calcolo del vettore [ ]Tnδδδδ )KK))) ,,, 21=  attraverso la seguente relazione: 
 
1.6.12)                                                    ( )hUT )) =δ  
 
in cui T rappresenta la matrice di trasformazione deformazioni-spostamenti. 
L’ampiezza di jδ)  rappresenta l’ampiezza delle funzioni di trasferimento degli 
spostamenti di interpiano ed è la quantità mantenuta sotto controllo: 
 
1.6.13)                                       [ ]( ) [ ]( )
h
jjj ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ += 22 ImRe δδδ )))  
 
A questo punto si introducono i rapporti )(kjα  attraverso l’espressione (1.5.9) qui 
riscritta per comodità: 
 
1.6.14)                            
h
j
j k
k
k ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
= +
)(
)(
)(
1
1
δ
δα )
)
               )1,,1( −= mj KK  
 
Si calcolano le derivate della matrice A, rispetto alle variabili di progetto jk : 
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1.6.15)                       MCKA 1,11,11,1, Ω−+= ωi  
                      MCKA 2,12,12,2, Ω−+= ωi  
                                                       M  
                                  MCKA mmmm i ,1,1,, Ω−+= ω  
 
Si calcolano le sensitività di primo ordine di δ)  rispetto alle variabili di progetto jk : 
 
1.6.16)                                      ( )
hjj
inv δδ )) )(,1, TATA−−=  
 
Inoltre è possibile calcolare le sensitività delle ampiezze delle funzioni di trasferimento 
δ) : 
1.6.17)                          [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ }
h
jjj k ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
+= ,,, ImImReRe)(
1 δδδδδδ
))))
)
)
 
 
Si ricava l’incremento del rapporto )(kjα  mediante la relazione: 
 
1.6.18)                               [ ]
h
jj
hj
k
k
k
k
k
k ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∆−∆=∆ + )(
)(
)(
)(
)(
)( 1
11
1 δδ
α
δ
δα )))
)
 
 
Unendo l’espressione (1.6.18) con l’incremento lineare dell’autovalore )(1 kΩ  espresso 
dalla relazione (1.3.3) si ottiene il sistema lineare (1.5.12) riscritto per comodità: 
 
1.6.19)                 
hmhm
h
m
m
kk
kk
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
⎪⎪
⎪
⎭
⎪⎪
⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
∆
∆
∆Ω
=
⎪⎪
⎪
⎭
⎪⎪
⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
∆
∆
∆
⋅
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
∂
∂−∂
∂
∂
∂−∂
∂
∂
Ω∂
−
−
)()(
)()(
)(
)(
)()(
)(
)()(
)(
11
11
1
2
1
1
1
1
12
1
αδ
αδ
αδδ
αδδ
) M
M
)
M
M
)) M
M
))
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attraverso il quale è possibile ricavare gli incrementi jk∆  delle variabili di progetto, con 
i quali aggiornare la matrice di rigidezza della struttura. Le iterazioni proseguono fino a 
quando risulta soddisfatta la condizione di vincolo posta sulle ampiezze delle funzioni 
di trasferimento. La suddetta condizione di vincolo è espressa dalla relazione: 
 
1.6.20)                                                   )()( 1 kkj δδ )) =  
 
ovvero, la procedura di calcolo iterativa si arresta quando le deformazioni relative di 
piano risultano tutte uguali allo spostamento del primo piano 1δ) . 
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2 
 
APPLICAZIONE DELLA PROCEDURA DI OTTIMIZZAZIONE DI 
SISTEMI SMORZATI AGENDO SU FUNZIONI DI 
TRASFERIMENTO OPPORTUNAMENTE VINCOLATE 
 
2.1 Introduzione. 
 
Nel capitolo 1 è stato affrontato il problema dell’ottimizzazione di sistemi smorzati 
mediante funzioni di trasferimento opportunamente vincolate. In particolare, la 
procedura di calcolo sviluppata pone un vincolo sulle funzioni di trasferimento, espresse 
in termini di spostamenti relativi. 
La quantità mantenuta sotto controllo è rappresentata dai rapporti dei moduli delle 
funzioni di trasferimento, calcolate alla frequenza fondamentale non smorzata del 
sistema, che risulta essere anche frequenza di risonanza. Anche la frequenza 
fondamentale non smorzata risulta essere una quantità vincolata.  
La procedura di calcolo permette di adattare la frequenza fondamentale non smorzata e i 
rapporti delle ampiezze delle funzioni di trasferimento ai valori scelti come obiettivo 
finale, agendo su parametri strutturali come rigidezza e smorzamento. 
In tale procedura di calcolo le variabili di progetto risultano essere le rigidezze, mentre 
le masse e i coefficienti di smorzamento sono considerate quantità note e costanti. 
La procedura di calcolo iterativa ha lo scopo di rendere unitari i rapporti delle ampiezze 
delle funzioni di trasferimento o, in altre parole, l’algoritmo permette di rendere uguali, 
nel progetto finale ottimizzato, le ampiezze delle funzioni di trasferimento dei vari piani 
della struttura. 
Nel capitolo 1, la procedura di ottimizzazione è stata sviluppata per il sistema a 3 gradi 
di libertà e poi è stata generalizzata per il sistema ad n gradi di libertà. 
In questo capitolo si applica la procedura di calcolo per il sistema a 3 e a 5 gradi di 
libertà, mediante l’ausilio di un programma di calcolo in linguaggio Matlab. 
Il criterio di ottimizzazione impiegato è quello espresso nel paragrafo (1.3). Alla fine 
della procedura di ottimizzazione vengono ridistribuite nella maniera ottimale le 
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rigidezze nei vari piani della struttura in modo da soddisfare il criterio di ottimizzazione 
espresso nelle relazioni (1.3.7) e (1.3.8). 
Nella figura 2.1 si riporta l’algoritmo che illustra in modo schematico le varie fasi della 
procedura di ottimizzazione per un generico telaio ad n gradi di libertà. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.1 Diagramma di flusso che riporta le varie fasi della procedura di ottimizzazione. 
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L’algoritmo parte definendo le matrici di massa M , di rigidezza K  e di smorzamento 
C  del sistema ad n gradi di libertà mediante le (1.6.1), (1.6.2), (1.6.3) noti i valori delle 
masse, delle rigidezze e dei coefficienti di smorzamento della struttura che sono valori 
di input del programma di calcolo. Nel passo successivo l’algoritmo calcola, attraverso i 
procedimenti dell’analisi modale riportati nel capitolo 2, gli autovalori iΩ  e gli 
autovettori iV  del corrispondente sistema non smorzato; dopo aver ricavato gli 
autovettori del sistema, essi vengono normalizzati alle masse unitarie mediante 
l’espressione (1.6.5). 
Attraverso la relazione (1.6.6) si calcola la sensitività di primo ordine della matrice di 
rigidezza rispetto alle variabili di progetto jk ; in seguito vengono calcolate, mediante le 
espressioni (1.6.7) e (1.6.8), le sensitività di primo ordine dell’autovalore 1Ω   e della 
frequenza fondamentale rispetto alle variabili di progetto jk . 
Mediante la (1.6.9) si calcola la matrice di pseudo-impedenza A  per la generica 
iterazione h; poiché tale matrice è regolare, con la (1.6.10) si calcola la sua inversa che 
prende il nome di matrice di pseudo-recettanza. 
A questo punto, il programma procede nel calcolo del vettore degli spostamenti U
)
 
attraverso la (1.6.11) e del vettore delle funzioni di trasferimento δ)  mediante la 
relazione (1.6.12) per la h-esima iterazione. Il modulo del vettore δ)  espresso dalla 
(1.6.13) rappresenta l’ampiezza delle funzioni di trasferimento ed è la quantità 
mantenuta sotto controllo; vengono calcolati, inoltre, i rapporti tra le ampiezze delle 
funzioni di trasferimento )(kiα  mediante la relazione (1.6.14). 
Lo step successivo del programma di calcolo è il calcolo delle sensitività di primo 
ordine della matrice di pseudo-impedenza, del vettore delle funzioni di trasferimento e 
delle sue ampiezze rispetto alle variabili di progetto jk  mediante le espressioni (1.6.15), 
(1.6.16), (1.6.17).  
Vengono ricavati gli incrementi )(kiα∆  e )(1 k∆Ω ; mediante la risoluzione del sistema 
lineare (1.6.19) è possibile ricavare gli incrementi delle variabili di progetto jk∆ .  
A questo punto della procedura di calcolo vengono aggiornate le variabili di progetto 
mediante la relazione: 
 
2.1.1)                                              jjj kkk ∆+= −1  
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Le iterazioni proseguono fino al soddisfacimento delle condizioni di vincolo poste sui 
rapporti delle ampiezze delle funzioni di trasferimento; ad ogni iterazione viene 
effettuato il controllo della convergenza dei rapporti 1≅jα . 
Quando il controllo della convergenza dei rapporti jα  non è soddisfatto si ritorna 
indietro nell’algoritmo e si riparte dalla definizione delle matrici di pseudo-impedenza e 
di pseudo-recettanza. Quando, invece, 1≈jα  si raggiunge l’ottimizzazione delle 
rigidezze jk .  
 
2.2  Risultati numerici per il sistema a 3 gradi di libertà. 
 
Si consideri un telaio shear-type a 3 gradi di libertà, con distribuzione uniforme dei 
coefficienti di smorzamento nei vari piani, come indicato in figura 2.2: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.2: Sistema shear-type a tre gradi di libertà. 
 
Siano: 
 
2.2.1)                                   msNccc /105,1 6321 ⋅⋅===  
 
i valori dei coefficienti di smorzamento del sistema; 
 
2.2.2)                                     Kgmmm 5321 108,0 ⋅===  
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i valori delle masse di piano. All’inizio della procedura di ottimizzazione le rigidezze 
del sistema sono distribuite in maniera uniforme nei piani e assumono il valore: 
 
2.2.3)                                   mNkkk /104 7321 ⋅===      
 
Il programma di calcolo effettua una analisi dinamica della struttura; le frequenze 
relative ai vari modi di vibrare risultano: 
 
2.2.4)           srad /9514,91 =ω ,   srad /8833,272 =ω ,   srad /2926,403 =ω   
 
La frequenza fondamentale non smorzata del sistema, che è anche la frequenza di 
risonanza, risulta: 
 
2.2.5)                                               srad /9514,91 =ω  
 
Al termine della procedura di ottimizzazione si otterrà una ridistribuzione delle 
rigidezze nei vari piani del sistema in modo da verificare la condizione di 
ottimizzazione espressa dalle relazioni (1.3.7) e (1.3.8); in altre parole, il processo di 
calcolo verrà ripetuto fino a quando tutte le ampiezze delle funzioni di trasferimento 
degli spostamenti di interpiano risultano pari all’ampiezza delle funzioni di 
trasferimento del primo piano: 
 
2.2.6)                                               
hhj
kk )()( 1δδ )) =  
 
Il programma di calcolo consente, inoltre, di verificare l’effettiva convergenza dei 
rapporti [ ] 1)( =
hj
kα . 
A tal proposito è utile riportare i valori dei rapporti [ ]
hj
k)(α  all’inizio e alla fine della 
procedura di ottimizzazione: 
 
2.2.7)   [ ]4269,07800,0000,1=inizialiα         ⇒      rapporti di convergenza iniziali 
2.2.8)  [ ]0000,10000,10000,1=finaliα          ⇒      rapporti di convergenza finali  
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Figura 2.3: Convergenza dei rapporti delle ampiezze delle funzioni di trasferimento. 
 
Come si può notare dalle espressioni (2.2.7) e (2.2.8), al termine del processo di 
ottimizzazione, la procedura di calcolo per il sistema a tre gradi di libertà è stata 
efficace; infatti, i valori delle ampiezze delle funzioni di trasferimento degli spostamenti 
relativi risultano tutti uguali al valore assunto dal primo piano: 
 
 Ampiezza delle f.d.t. 
del primo piano 
h
k)(1δ)  
Ampiezza delle f.d.t. 
del secondo piano 
h
k)(2δ)  
Ampiezza delle f.d.t. 
del terzo piano 
h
k)(3δ)  
 
Valori iniziali  
 
0149,0  
 
0116,0  
 
0064,0  
 
Valori finali 
 
 
0103,0  
 
0103,0  
 
0103,0  
 
Tabella 2.1: Valori iniziali e finali delle ampiezze delle funzioni di trasferimento degli spostamenti 
di interpiano per il sistema a 3gdl. 
 
E’ possibile verificare l’efficacia della procedura di ottimizzazione osservando i grafici 
delle ampiezze delle funzioni di risposta in frequenza, relative al progetto iniziale e 
finale, al variare della frequenza, riportati in figura 2.4: 
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Figura 2.4:  Ampiezza delle funzioni di trasferimento al variare della frequenza: progetto iniziale-
progetto finale ottimizzato. 
 
In corrispondenza della frequenza fondamentale non smorzata della struttura, che risulta 
essere anche frequenza di risonanza, è possibile osservare che le ampiezze delle 
funzioni di trasferimento del progetto finale ottimizzato assumono tutte lo stesso valore, 
e, dunque, il sistema risulta ottimizzato. 
Per ottenere che tutte le ampiezze delle funzioni di trasferimento degli spostamenti di 
interpiano sia pari a quella del primo piano, il programma di calcolo ridistribuisce le 
rigidezze nei vari piani in modo da ottenere una distribuzione ottimale. 
Al termine della procedura di ottimizzazione si avrà la seguente distribuzione delle 
rigidezze nei piani: 
 Rigidezza nel primo 
piano 
1k  
Rigidezza nel secondo 
piano 
2k  
Rigidezza nel terzo 
piano  
3k  
 
Valori iniziali 
 )/( mN  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
 
Valori finali 
)/( mN  
 
7107008,4 ⋅  
 
7106282,3 ⋅  
 
7106688,1 ⋅  
 
Tabella 2.2: Valori iniziali e finali delle rigidezze per il sistema a 3gdl. 
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Come si può notare dalla tabella 2.2, al termine della procedura di ottimizzazione si ha 
un aumento della rigidezza del primo piano; conseguentemente si ha una diminuzione 
crescente delle rigidezze nel secondo e nel terzo piano. 
Infatti, se si eccita la struttura con una eccitazione random stazionaria, i piani 
maggiormente sollecitati e che, dunque, presentano spostamenti relativi maggiori, sono 
quelli inferiori (primo piano). I piani più elevati presentano spostamenti relativi minori. 
Per fare in modo che le ampiezze delle funzioni di trasferimento degli spostamenti di 
interpiano risultino tutti uguali a quelle del primo piano, occorre effettuare un controllo 
sugli spostamenti e, quindi, sulle rigidezze. Per diminuire lo spostamento relativo del 
primo piano si ha un aumento della rigidezza in tale piano; di conseguenza, aumentando 
la rigidezza nel primo piano, si cerca di distribuire la rigidezza negli altri piani in modo 
da verificare le condizioni di ottimizzazione; si verifica, dunque, una diminuzione delle 
rigidezze nei piani più elevati (secondo e terzo).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.5: Disposizione delle rigidezze prima e dopo la procedura di ottimizzazione per il sistema a 
3gdl. 
Al termine della procedura di ottimizzazione, la matrice di rigidezza del sistema risulta 
essere: 
 
2.2.9)                    
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−
−−
−
⋅=
6688,16688,10
6688,12970,56282,3
06282,33290,8
107K  
 
L’andamento delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione è 
rappresentato in figura 2.6: 
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Figura 2.6: Distribuzione delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione. 
 
Risulta interessante osservare come l’ottimizzazione delle rigidezze all’interno di un 
telaio shear-type influisca sul progetto della struttura stessa; infatti, la rigidezza è 
strettamente collegata con le dimensioni dei pilastri.  
Partendo dalla definizione di rigidezza per un telaio di tipo shear-type in cemento 
armato si ha: 
 
2.2.10)                                               3
1
12
h
JE
k
n
r
r
i
∑
==  
 
in cui, h  è l’altezza di interpiano, rJ  è il momento di inerzia della sezione trasversale 
del generico pilastro, E  è il modulo elastico del calcestruzzo pari a 2/25000 mmN , n  è 
il numero di pilastri per piano. 
Nel caso in esame si considera una altezza di interpiano pari a mh 33,3= ; i pilastri sono 
a sezione quadrata e dunque l’unico valore incognito, note le rigidezze, risulta essere la 
dimensione b  della sezione trasversale del pilastro che si ricava con l’espressione: 
 
2.2.11)                                                  4
3
nE
hkb i ⋅
⋅=  
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All’inizio della procedura di ottimizzazione avendo una distribuzione uniforme delle 
rigidezze nei piani, tutti i pilastri hanno le stesse dimensioni: 
 
Sistema a 3 gdl Piano 1 Piano 2 Piano 3 
Rigidezze di piano 
)/( mNki  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
Sezioni dei pilastri 
)(cm  
 
4040×  
 
4040×  
 
4040×  
 
Tabella 2.3: Rigidezze e sezioni di piano per il sistema a 3gdl prima della procedura di 
ottimizzazione. 
 
Al termine della procedura di ottimizzazione, le rigidezze non sono più distribuite in 
maniera uniforme nei piani e, dunque, si ottiene una variazione delle dimensioni dei 
pilastri nei vari piani: 
 
Sistema a 3 gdl Piano 1 Piano 2 Piano 3 
Rigidezze di piano 
)/( mNki  
 
7107008,4 ⋅  
 
7106282,3 ⋅  
 
7106688,1 ⋅  
Sezioni dei pilastri 
)(cm  
 
4545×  
 
4040×  
 
3535×  
 
Tabella 2.4: Rigidezze e sezioni di piano per il sistema a 3gdl ottimizzato. 
 
2.3     Risultati numerici per il sistema a 5 gradi di libertà. 
 
Si consideri un telaio shear-type a 5 gradi di libertà, con distribuzione uniforme delle 
rigidezze di piano, come indicato in figura 3.7: 
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Figura 2.7: Sistema a 5 gradi di libertà. 
 
Siano: 
 
2.3.1)                      msNccccc /105,1 654321 ⋅⋅=====  
 
i valori dei coefficienti di smorzamento del sistema; 
 
2.3.2)                      Kgmmmmm 554321 108,0 ⋅=====  
 
i valori delle masse di piano. All’inizio della procedura di ottimizzazione le rigidezze 
del sistema sono distribuite in maniera uniforme nei piani e assumono il valore: 
 
2.3.3)                      mNkkkkk /104 754321 ⋅=====  
 
Il programma di calcolo effettua una analisi dinamica della struttura; le frequenze 
relative ai vari modi di vibrare risultano: 
 
2.3.4)           srad /3645,61 =ω ,    srad /5779,182 =ω ,     srad /2863,293 =ω ,                   
                                     srad /6220,374 =ω ,      srad /9098,425 =ω  
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La frequenza fondamentale non smorzata del sistema, che è anche la frequenza di 
risonanza, risulta: 
 
2.3.5)                                              srad /3645,61 =ω  
 
Anche per il sistema a 5gdl, al termine della procedura di ottimizzazione si otterrà una 
ridistribuzione delle rigidezze nei vari piani del sistema in modo da verificare la 
condizione di ottimizzazione espressa dalle relazioni (1.3.7) e (1.3.8);  
Il processo di calcolo verrà ripetuto fino a quando tutte le ampiezze delle funzioni di 
trasferimento degli spostamenti di interpiano risultano pari all’ampiezza delle funzioni 
di trasferimento del primo piano: 
 
2.3.6)                                               
hhj
kk )()( 1δδ )) =  
 
Il programma di calcolo consente, inoltre, di verificare l’effettiva convergenza dei 
rapporti [ ] 1)( =
hj
kα . 
A tal proposito è utile riportare i valori dei rapporti [ ]
hj
k)(α  all’inizio e alla fine della 
procedura di ottimizzazione: 
 
2.3.7)                    [ ]2783,05352,07513,09101,00000,1=inizialiα   
                                                                         ⇓   
                                                    rapporti di convergenza iniziali 
 
2.3.8)                    [ ]0000,10000,10000,10000,10000,1=finaliα          
                                                                         ⇓       
                                                      rapporti di convergenza finali  
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Figura 2.8: Convergenza dei rapporti delle ampiezze delle funzioni di trasferimento. 
 
Come si può notare dalle espressioni (2.3.7) e (2.3.8), al termine del processo di 
ottimizzazione, la procedura di calcolo per il sistema a cinque gradi di libertà è stata 
efficace; infatti, i valori delle ampiezze delle funzioni di trasferimento degli spostamenti 
relativi risultano tutti uguali al valore assunto dal primo piano: 
 
 Ampiezza 
delle f.d.t. del 
primo piano 
h
k)(1δ)  
Ampiezza 
delle f.d.t. del 
secondo piano 
h
k)(2δ)  
Ampiezza 
delle f.d.t. del 
terzo piano  
h
k)(3δ)  
Ampiezza 
delle f.d.t del 
quarto piano 
h
k)(4δ)  
Ampiezza 
delle f.d.t. del 
quinto piano 
h
k)(5δ)  
 
Valori iniziali  
 
0372,0  
 
0339,0  
 
0279,0  
 
0199,0  
 
0104,0  
 
Valori finali 
 
 
0242,0  
 
0242,0  
 
0242,0  
 
0242,0  
 
0242,0  
 
Tabella 2.5: Valori iniziali e finali delle ampiezze delle funzioni di trasferimento degli spostamenti 
di interpiano per il sistema a 5gdl. 
 
E’ possibile verificare l’efficacia della procedura di ottimizzazione osservando i grafici 
delle ampiezze delle funzioni di risposta in frequenza, relative al progetto iniziale e 
finale, al variare della frequenza, riportati in figura 2.9: 
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Figura 2.9:  Ampiezza delle funzioni di trasferimento al variare della frequenza: progetto iniziale-
progetto finale ottimizzato. 
 
In corrispondenza della frequenza fondamentale non smorzata della struttura, che risulta 
essere anche frequenza di risonanza, è possibile osservare che le ampiezze delle 
funzioni di trasferimento del progetto finale ottimizzato assumono tutte lo stesso valore, 
e, dunque, il sistema risulta ottimizzato. 
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Per ottenere che tutte le ampiezze delle funzioni di trasferimento degli spostamenti di 
interpiano sia pari a quella del primo piano, il programma di calcolo ridistribuisce le 
rigidezze nei vari piani in modo da ottenere una distribuzione ottimale. 
Al termine della procedura di ottimizzazione si avrà la seguente distribuzione delle 
rigidezze nei piani: 
 
 Rigidezza nel 
primo piano 
1k  
Rigidezza nel 
secondo piano 
2k  
Rigidezza nel 
terzo piano  
3k  
Rigidezza nel 
quarto piano 
4k  
Rigidezza nel 
quinto piano 
5k  
 
Valori iniziali 
)/( mN  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
 
Valori finali 
)/( mN  
 
7106500,4 ⋅  
 
7102802,4 ⋅  
 
7105974,3 ⋅  
 
7105869,2 ⋅  
 
7101567,1 ⋅  
 
Tabella 2.6: Valori iniziali e finali delle rigidezze per il sistema a 5gdl. 
 
Anche per il sistema a 5 gradi di libertà si osserva un aumento della quantità di 
rigidezza nei piani più bassi (primo e secondo piano), mentre si ha una diminuzione 
crescente delle rigidezze nei piani superiori della struttura (terzo, quarto e quinto piano). 
Anche in questo caso i piani maggiormente sollecitati da un’azione impressa alla base 
sono quelli più bassi. Per ridurre gli spostamenti relativi dei piani più sollecitati e, 
quindi, per ottenere una riduzione delle deformazioni, si aumenta la quantità di 
rigidezza nei piani più bassi. Di conseguenza, per ottenere che le ampiezze delle 
funzioni di trasferimento degli spostamenti di interpiano assumano tutte il valore 
dell’ampiezza della funzione di trasferimento del primo piano, si diminuisce la quantità 
di rigidezza nei piani più elevati e meno sollecitati dall’azione impressa alla base. 
Al termine della procedura di ottimizzazione la matrice di rigidezza assume la forma: 
 
2.3.9)      
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
−
−−
−−
−−
−
⋅=
1567,11567,1000
1567,17436,35869,200
05869,21843,65974,30
005974,38776,72802,4
0002802,49302,8
107K        
 
 
 - 34 -
L’andamento delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione è 
rappresentato in figura 2.10: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.10: Distribuzione delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione. 
 
E’ possibile effettuare un confronto grafico della distribuzione delle rigidezze prima e 
dopo la procedura di ottimizzazione: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.11: Disposizione delle rigidezze prima e dopo la procedura di ottimizzazione per il sistema 
a 5gdl. 
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Anche per il sistema a 5 gradi di libertà risulta interessante osservare come 
l’ottimizzazione delle rigidezze all’interno di un telaio shear-type influisca sul progetto 
della struttura stessa; infatti, la rigidezza è strettamente collegata con le dimensioni dei 
pilastri.  
Partendo dalla definizione di rigidezza per un telaio di tipo shear-type in cemento 
armato si ha: 
 
2.3.10)                                             3
1
12
h
JE
k
n
r
r
i
∑
==  
 
in cui, h  è l’altezza di interpiano, rJ  è il momento di inerzia della sezione trasversale 
del generico pilastro, E  è il modulo elastico del calcestruzzo pari a 2/25000 mmN , n  è 
il numero di pilastri per piano. 
Nel caso in esame si considera una altezza di interpiano pari a mh 33,3= ; i pilastri sono 
a sezione quadrata e dunque l’unico valore incognito, note le rigidezze, risulta essere la 
dimensione b  della sezione trasversale del pilastro che si ricava con l’espressione: 
 
2.3.11)                                                  4
3
nE
hkb i ⋅
⋅=  
 
All’inizio della procedura di ottimizzazione avendo una distribuzione uniforme delle 
rigidezze nei piani, tutti i pilastri hanno le stesse dimensioni: 
 
Sistema a 5gdl Piano 1 Piano 2 Piano 3 Piano 4 Piano 5 
 
Rigidezze di 
piano 
)/( mNki  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
 
7104 ⋅  
Sezioni dei 
pilastri 
)(cm  
 
4040×  
 
4040×  
 
4040×  
 
4040×  
 
4040×  
 
Tabella 2.7: Rigidezze e sezioni di piano per il sistema a 5gdl prima della procedura di 
ottimizzazione. 
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Al termine della procedura di ottimizzazione, le rigidezze non sono più distribuite in 
maniera uniforme nei piani e, dunque, si ottiene una variazione delle dimensioni dei 
pilastri nei vari piani: 
 
Sistema a 5gdl Piano 1 Piano 2 Piano 3 Piano 4 Piano 5 
 
Rigidezze di 
piano 
)/( mNki  
 
7106500,4 ⋅  
 
7102802,4 ⋅  
 
7105974,3 ⋅  
 
7105869,2 ⋅  
 
7101567,1 ⋅  
Sezioni dei 
pilastri 
)(cm  
 
4545×  
 
4545×  
 
4040×  
 
3535×  
 
3030×  
 
Tabella 2.8: Rigidezze e sezioni di piano per il sistema a 5gdl ottimizzato. 
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3 
 
OTTIMIZZAZIONE DI SISTEMI SHEAR TYPE AGENDO 
SIMULTANEAMENTE SULLA RIGIDEZZA E SULLO 
SMORZAMENTO 
 
3.1 Introduzione. 
 
Gli studi sul posizionamento ottimale degli smorzatori e delle rigidezze non sono stati 
molto numerosi. Alcuni di questi studi hanno portato alla presentazione di un metodo 
numerico per il calcolo di un coefficiente di smorzamento ottimale e il posizionamento 
ottimale di un singolo smorzatore viscoelastico applicato ad un sistema a più gradi di 
libertà; sono stati eseguiti vari studi parametrici sugli effetti della distribuzione degli 
smorzatori sulla risposta sismica di strutture a taglio, mostrando che in strutture con 
rigidezza di piano uniforme, gli smorzatori potrebbero essere collocati unicamente nei 
piani più bassi; altri studi portarono alla determinazione di un algoritmo per determinare 
la rigidezza ottimale e la distribuzione ottimale degli smorzatori per strutture a taglio, 
soggette ad una serie di sollecitazioni sismiche. 
In tale sede si propone una procedura di controllo degli spostamenti e dell’accelerazione 
di una struttura a telaio, agendo simultaneamente sulla rigidezza e sullo smorzamento 
iniziali. In particolare, per ottenere una struttura a taglio più rigida, si procede 
minimizzando la somma dei valori quadratici medi degli spostamenti di interpiano, 
provocati da una eccitazione random di tipo stazionario. In alternativa è possibile 
massimizzare il valore quadratico medio dell’accelerazione assoluta dell’ultimo piano. 
In entrambi i casi, le quantità totali di rigidezza e smorzamento sono mantenute costanti 
durante tutto il procedimento di calcolo iterativo.  
La procedura di ottimizzazione è suddivisa in due fasi. Nella prima fase, si ricerca il 
progetto ottimale della struttura per uno specifico valore della rigidezza complessiva e 
dello smorzamento totale; nel secondo passo, viene esaminata una serie di progetti 
ottimali in funzione di diversi valori della rigidezza e dello smorzamento totale. 
Si noti che l’incremento della rigidezza complessiva e dello smorzamento totale sono 
efficaci nel diminuire la deformazione della struttura. Per quanto concerne la riduzione 
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dell’accelerazione dell’ultimo piano, essa è ottenibile soltanto con l’aumento della 
quantità totale di smorzamento. 
Tale procedura numerica-analitica consente, dunque, di trattare qualsiasi sistema 
smorzato (proporzionale o non proporzionale), modellabile agli elementi finiti e 
soggetto a qualsiasi eccitazione random stazionaria. 
 
3.2 Formulazione del problema di ottimizzazione per un sistema discreto a 3 
gradi di libertà. 
 
Si consideri un telaio shear-type a 3 piani con smorzatori viscoelastici aggiunti come 
illustrato in figura 3.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.1: Modello Shear-Type a tre piani con smorzatori viscoelastici aggiunti. 
 
Siano: 
 [ ]321 ,, mmm=m  le masse di piano; 
 [ ]321 ,, kkk=k  le rigidezze di piano; 
 [ ]321 ,, ccc=c  i coefficienti di smorzamento degli smorzatori aggiunti al telaio. 
 
Siano, inoltre, 1u , 2u  e 3u  gli spostamenti delle masse del sistema. 
L’equazione del moto di un sistema smorzato a 3 gradi di libertà soggetto ad una 
accelerazione alla base gu&&  assume la forma: 
 
3.2.1)                                        guM1KuuCuM &&&&& −=++  
 
 - 39 -
In notazione matriciale estesa la (3.2.1) assume la forma: 
 
3.2.2)  
gu
m
m
m
u
u
u
kk
kkkk
kkk
u
u
u
cc
cccc
ccc
u
u
u
m
m
m
&&
&
&
&
&&
&&
&&
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−=
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−
−+−
−+
+
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−
−+−
−+
+
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
1
1
1
00
00
00
0
0
0
0
00
00
00
3
2
1
3
2
1
33
3322
221
3
2
1
33
3322
221
3
2
1
3
2
1  
 
Si assumano le masse di piano [ ]321 ,, mmm  come valori costanti del problema, mentre i 
coefficienti di smorzamento [ ]321 ,, ccc  e le rigidezze [ ]321 ,, kkk  siano le variabili di 
progetto soggette ad aggiornamento durante le iterazioni. 
Si indichi con ω  la frequenza circolare del sistema e siano )(1 ωU , )(2 ωU ,  )(3 ωU  e 
)(ωgU&&  le trasformate di Fourier di 1u , 2u , 3u  e di gu&&  rispettivamente. La trasformata di 
Fourier dell’equazione (3.2.2) assume la forma: 
 
3.2.3) 
gU
m
m
m
U
U
U
m
m
m
cc
cccc
ccc
i
kk
kkkk
kkk
&&
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−=
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−
−+−
−+
+
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−
−+−
−+
1
1
1
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00
00
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)(
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00
00
00
0
0
0
0
3
2
1
3
2
1
3
2
1
2
33
3322
221
33
3322
221
ω
ω
ω
ωω
                                                                                                                 
In forma matriciale compatta la (3.2.3) assume la forma: 
 
3.2.4)                             ( ) )()(2 ωωωω gUi &&M1UMCK −=−+  
 
in cui i  rappresenta l’unità immaginaria. 
In differente notazione la (3.2.4) si esprime nella forma seguente: 
 
3.2.5)                                           )()( ωω gU&&BAU =  
 
in cui: 
 
3.2.6)   
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−+−−
−−−+++−−
−−−+++
=
3
2
1313313
3132
2
132132212
2121
2
121121
0
)()(
0)()(
mcikcik
cikmccikkcik
cikmccikk
ωωω
ωωωω
ωωω
A  
 
rappresenta la matrice di pseudo-impedenza; 
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3.2.7)                               
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
−=
3
2
1
m
m
m
B       e       
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
−=
)(
)(
)(
)(
3
2
1
ω
ω
ω
ω
U
U
U
U  
 
Siano 11 ud = , 122 uud −=  e 233 uud −=  gli spostamenti di interpiano. Le trasformate 
di Fourier )(1 ω∆ , )(2 ω∆  e )(3 ω∆  degli spostamenti di interpiano sono legate a )(1 ωU ,  
)(2 ωU  e )(3 ωU  dalla relazione: 
 
3.2.8)                                            
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
=
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
∆
∆
∆
)(
)(
)(
)(
)(
)(
3
2
1
3
2
1
ω
ω
ω
ω
ω
ω
U
U
U
T  
 
in cui  
 
3.2.9)                                               
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−
−=
110
011
001
T  
 
rappresenta la matrice di trasformazione deformazioni-spostamenti.  
)(ωi∆  può essere esplicitata attraverso la relazione: 
 
3.2.10)                                )()()()( 1 ωωωω ggii UHU i &&&& ∆− ==∆ BAT 1 
 
Siano { }TUUU )()()()( 321 ωωωω &&&&&&&& =U  le trasformate di Fourier delle accelerazioni 
relative di piano 1u&& , 2u&& , 3u&& . Esse sono legate a )(ωgU&&  nel modo seguente: 
 
3.2.11)                                  )()()( 122 ωωωωω gU&&&& BAUU −−=−=  
                                                 
1 La relazione (3.2.10) si ottiene considerando la (3.2.8) in cui viene sostituita l’espressione dello 
spostamento ricavato dalla relazione (3.2.5). Inoltre è possibile scrivere l’equazione più a destra della 
(3.2.10) ricordando che la trasformata di Fourier degli spostamenti è data dal prodotto della matrice di 
trasferimento con la trasformata di Fourier dell’eccitazione esterna. 
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Inoltre, è possibile esprimere le trasformate di Fourier )(ωAU&&  delle accelerazioni 
assolute: 
 
3.2.12)           )()()()()()( 12 ωωωωωωω gAggA UUU &&&&&&&&&& HBA11)(UU =−=+= −  
 
Per avere validità da un punto di vista fisico si esprimono le grandezze in termini di 
risposta quadratica media. Dalla teoria delle vibrazioni random l’espressione del valore 
quadratico medio dell’i-esimo spostamento relativo assume la seguente forma: 
 
3.2.13)                  ωωωωωωωσ dSHHdSH gg iiii )()()()()(
2
2 ∗
∆
+∞
∞− ∆
−∞
∞− ∆∆ ∫∫ ==  
 
in cui ( )∗  indica il complesso coniugato e )(ωgS  rappresenta la funzione densità si 
potenza spettrale dell’impulso )(tug&& . 
Il valore quadratico medio dell’accelerazione assoluta dell’i-esimo piano assume la 
forma: 
 
3.2.14)                   ωωωωωωωσ dSHHdSH gAAgAA iiii )()()()()(
2
2 ∗+∞
∞−
−∞
∞− ∫∫ ==  
 
in cui )(ω
iA
H  rappresenta l’i-esima componente del vettore )(ωAH . 
 
3.3 Formulazione del criterio di ottimizzazione per un sistema discreto a 3gdl. 
 
Per ottenere una struttura a taglio più rigida si procede con la ricerca delle rigidezze di 
piano [ ]321 ,, kkk=k  e dei coefficienti di smorzamento [ ]321 ,, ccc=c  che rendono 
minima la somma dei valori quadratici medi degli spostamenti di interpiano, provocati 
da una eccitazione random stazionaria. La funzione obiettivo assume la forma: 
 
3.3.1)                                                  ∑
=
∆=
3
1
2
i
i
f σ  
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Si impone, inoltre, un vincolo sulla somma dei coefficienti di smorzamento e sulle 
rigidezze: 
 
3.3.2)                                           c
i
i Wc =∑
=
3
1
,      k
i
i Wk =∑
=
3
1
 
3.3.3)                                ii cc ≤≤0 ,        ii kk ≤≤0               )3,2,1( =i  
 
in cui kW , cW , ik , ic  rappresentano dei valori prestabiliti all’inizio della procedura di 
ottimizzazione. 
In alternativa, è possibile dimostrare che una condizione equivalente alla (3.3.1) è 
ottenibile massimizzando il valore quadratico medio dell’accelerazione assoluta 
dell’ultimo piano. In tale caso la funzione obiettivo assume la forma: 
 
3.3.4)                                                           2
3A
f σ=  
 
Anche in questo caso si pongono i vincoli espressi nelle (3.3.2) e (3.3.3) sulle rigidezze 
e sui coefficienti di smorzamento. 
Si noti che, a mano a mano che la struttura diventa a taglio più rigida, l’accelerazione 
indotta dall’eccitazione sismica si fa progressivamente più grande. 
 
3.4 Progetto di ottimizzazione per un sistema discreto a N gradi di libertà. 
 
Nel caso si un sistema shear-type ad n gradi di libertà soggetto ad una accelerazione 
random stazionaria gu&&  con valore medio nullo, il problema di ottimizzazione delle 
rigidezze e dello smorzamento per il controllo degli spostamenti e dell’accelerazione del 
sistema viene descritto determinando i valori delle rigidezze e dello smorzamento che 
minimizzano la somma incrementata dei valori quadratici medi degli spostamenti 
relativi di piano e del valore quadratico medio dell’accelerazione assoluta dell’ultimo 
piano. Dunque, la funzione obiettivo assume la forma: 
 
3.4.1)                                        ( )20
1
2
ni A
n
i
Dbaf σσ +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= ∑
=
∆  
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I parametri a  e b  sono parametri di incremento della deformazione e 
dell’accelerazione. Il parametro 0D  viene introdotto per il controllo delle dimensioni 
delle deformazioni e dell’accelerazione. 
In tale sede si considera il caso in cui 1=a  e 0=b . 
Si impone, inoltre, un vincolo sulla somma delle rigidezze di piano: 
 
3.4.2)                            k
n
i
i Wk =∑
=1
                  kW : valore prestabilito 
 
Si impone un vincolo sulla somma dei coefficienti di smorzamento: 
 
3.4.3)                             c
n
i
i Wc =∑
=1
                 cW : valore prestabilito 
 
Inoltre si limitano superiormente i valori delle rigidezze di piano e dei coefficienti di 
smorzamento: 
 
3.4.4)                   ii kk ≤≤0                  ),,1( ni K=  
3.4.5)                  ii cc ≤≤0                  ),,1( ni K=  
 
La funzione Lagrangiana generalizzata L relativa al problema del posizionamento 
ottimale delle rigidezze e degli smorzatori nel caso di strutture shear-type (problema 
POSDP) può essere espressa mediante i moltiplicatori di Lagrange kλ , cλ , { }iαα = , 
{ }iββ = , { }iµµ = , { }iνν = : 
 
3.4.6)  ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+= ∑∑
==
n
i
cic
n
i
kikck WcWkfL
11
),,,,,,,( λλνµβαλλck  
                                                 )()0()()0(
1111
ii
n
i
ii
n
i
iii
n
i
ii
n
i
i ccckkk −+−+−+−+ ∑∑∑∑
====
νµβα  
 
Per semplificare le espressioni, le derivate parziali in funzione delle variabili di progetto 
verranno indicate come: ( ) ( ) jj k∂∂= /, , ( ) ( ) jj c∂∂= /, . 
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3.5 Criterio di ottimizzazione. 
 
Il criterio di ottimizzazione per il problema POSDP, nel caso in cui le rigidezze e i 
coefficienti di smorzamento non raggiungano i loro limiti superiore o inferiore, può 
essere dedotto dalle condizioni di stazionarietà di )0( ==== νµβαL  rispetto a k , c , 
kλ , cλ . Le condizioni di ottimizzazione sono dunque rappresentate dalle espressioni 
seguenti: 
 
3.5.1)           0, =+ kjf λ     per    jj kk ≤≤0     ),,1( nj K=  
3.5.2)           0, =+ cjf λ      per    jj cc ≤≤0     ),,1( nj K=  
3.5.3)           0
1
=−∑
=
k
n
i
i Wk  
3.5.4)           0
1
=−∑
=
c
n
i
i Wc  
 
Nel caso in cui le rigidezze o i coefficienti di smorzamento raggiungono i loro valori 
limite, le condizioni di ottimizzazione vengono modificate e assumono la seguente 
forma: 
 
3.5.5)             0, ≥+ kjf λ     per     0=jk  
3.5.6)             0, ≤+ kjf λ     per     jj kk =  
3.5.7)             0, ≥+ cjf λ      per     0=jc  
3.5.8)             0, ≤+ cjf λ      per     jj cc =  
 
3.6 Definizione dell’algoritmo che descrive la procedura di ottimizzazione. 
 
La tecnica di ottimizzazione consta di due fasi. Nella prima fase viene considerato un 
modello strutturale iniziale caratterizzato da una distribuzione uniforme delle rigidezze 
e dei coefficienti di smorzamento nei vari piani e pari ad un valore prestabilito. Si pone 
un vincolo sulla quantità totale della rigidezza e dello smorzamento. Al termine della 
prima fase si ottiene un primo progetto ottimizzato del modello iniziale. Nella seconda 
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fase si analizza una serie di progetti ottimizzati per diversi livelli della rigidezza totale e 
dello smorzamento totale. 
Le condizioni di ottimizzazione riportate nel paragrafo 3.5 dipendono dai moltiplicatori 
di Lagrange. Per eliminare tale dipendenza dal criterio di ottimizzazione si introducono 
due nuovi parametri, definiti nel modo seguente: 
 
3.6.1)                                         1,
1,
f
fs
i
i
+
= ,     
1,
1,
f
f
t ii
+=  
 
Dunque si ha una formulazione alternativa del criterio di ottimizzazione, il quale può 
esprimersi come: 
 
3.6.2)                                   1== ii ts                )1,,1( −= ni K  
 
Si ricavano le espressioni degli incrementi lineari dei parametri (3.6.1): 
 
3.6.3)   ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∆+∆−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∆+∆=∆ ∑ ∑∑ ∑
= =
+
= =
++ n
j
n
j
jjj
j
in
j
n
j
j
i
jj
ji
i cfkff
fcfkf
f
s
1 1
1,
,
1,
21,
1,
1 1
1,
,
)1(,
1, )(
1  
3.6.4)   ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∆+∆−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∆+∆=∆ ∑ ∑∑ ∑
= =
+
= =
++
n
j
n
j
jjj
ji
n
j
n
j
jjij
j
ii cfkff
f
cfkf
f
t
1 1
1,
,
1,2
1,
1,
1 1
)1(,
,
1,
1, )(
1  
 
Gli incrementi lineari delle equazioni (3.5.3) e (3.5.4) si rappresentano nella forma: 
 
3.6.5)                                         0
1
=∆−∆∑
=
k
n
i
i Wk  
3.6.6)                                          0
1
=∆−∆∑
=
c
n
i
i Wc  
 
Combinando le equazioni (3.6.3) e (3.6.4) con le equazioni (3.6.5) e (3.6.6) si ottiene un 
sistema di equazioni lineari nelle incognite jk∆  e jc∆  che rappresentano gli incrementi 
con cui aggiornare le variabili di progetto iterazione dopo iterazione fino al 
raggiungimento della condizione di ottimizzazione espressa dalla relazione (3.6.2): 
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                    ( ) ( ) jjiijjn
j
jiji
i cffffkfffffs ∆−+∆−=∆ ++
=
++∑ 1,,1,1,,1,
1
1'1,)1('1,21, )(  
3.6.7)               ∑
=
∆=∆
n
j
jk kW
1
 
                          ( ) ( ) jjijijn
j
j
j
j
ii cffffkffffft ∆−+∆−=∆ ++
=
++∑ 1,1,)1(,1,
1
,
1,1,
,
1,1,
2
1, )(  
                          ∑
=
∆=∆
n
j
jc cW
1
 
 
Si riassumono i passi fondamentali dell’algoritmo impiegato per l’ottimizzazione di 
telai shear-type agendo simultaneamente sulla rigidezza e sullo smorzamento: 
 
Fase 1: 
 
• Si considera come modello iniziale il telaio con distribuzione uniforme nei piani 
della rigidezza e dello smorzamento. Si calcolano le rigidezze iniziali uniformi 
kk j
)=  con nj ,,1 K=  e i coefficienti di smorzamento iniziali uniformi cc j )=  
con nj ,,1 K=  dalle costanti iniziali 0kW  e 0cW : nWk k /0=
)
 e nWc c /0=) . 
 
• Dai valori iniziali k)  e c)  si calcolano { }is0  e { }it0  per il sistema iniziale. Dalle 
relazioni 10 /)1( Nss ii −=∆  e 10 /)1( Ntt ii −=∆  ( 1N : numero di passi fissato per 
la fase 1) si ricavano gli incrementi { }is∆  e { }it∆ . 
 
 
• Dalla risoluzione del sistema lineare (3.6.7) applicando in maniera sequenziale 
0=∆ kW  e 0=∆ cW  si ricavano gli incrementi ik∆  e ic∆  con cui aggiornare, 
iterazione dopo iterazione, le variabili di progetto fino al soddisfacimento del 
criterio di ottimizzazione. 
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Fase 2: 
 
• Vengono fissati i valori obiettivo kFW  e CFW ; si calcolano kW∆  e cW∆  dalle 
relazioni 20 /)( NWWW KKFK −=∆  e 20 /)( NWWW CCFC −=∆  in cui 2N  è il 
numero di passi fissato nella fase 2.  
 
• Si ricavano le rigidezze ottimali di piano e i coefficienti di smorzamento ottimali 
dall’applicazione sequenziale dell’equazione (3.6.7) ponendo 0=∆ is  e 0=∆ it  
(per ogni i). 
 
Il problema di ottimizzazione in esame richiede, inoltre, il calcolo delle sensitività di 
progetto di ordine superiore al primo. In particolare è necessario il calcolo delle 
sensitività del primo e del secondo ordine delle funzioni obiettivo. Per comodità si 
riportano di seguito le espressioni delle sensitività delle grandezze in esame. 
 
⎯ Sensitività di primo ordine: 
 
3.6.8) { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjgjj iiiii )()()()()()()( ,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=  
3.6.9)             { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjgjj iiiii )()()()()()()( ,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=  
 
⎯ Sensitività di secondo ordine: 
 
3.6.10) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjlgljjl iiiii )()()()()()()( ,,,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=
 
                          { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gjlgjl iiii )()()()()()( ,, ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆ ∫∫ ++  
 
3.6.11) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjlgljjl iiiii )()()()()()()( ,,,,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=
 
    { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gjlgjl iiii )()()()()()( ,,,, ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆ ∫∫ ++  
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3.6.12) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjlgljlj iiiii )()()()()()()( ,,,,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=
 
                          { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gljglj iiii )()()()()()( ,,,, ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆ ∫∫ ++  
 
3.6.13) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjlgljjl iiiii )()()()()()()( ,,,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=
 
        { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gjlgjl iiii )()()()()()( , ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆ ∫∫ ++  
 
Nelle equazioni (3.6.8)-(3.6.13) le sensitività delle funzioni di trasferimento assumono 
la seguente espressione: 
 
3.6.14)           { } BAT jijiH ,1, )()( −∆ =ω         { } BAT jijiH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
3.6.15)           { } BAT jijiH ,1, )()( −∆ =ω         { } BAT jijiH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
3.6.16)           { } BAT jlijliH ,1, )()( −∆ =ω       { } BAT jlijliH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
3.6.17)           { } BAT jlijliH ,,1,, )()( −∆ =ω        { } BAT jlijliH ,,1,, )()( ∗−∗∆ =ω  
3.6.18)           { } BAT ljiljiH ,,1,, )()( −∆ =ω        { } BAT ljiljiH ,,1,, )()( ∗−∗∆ =ω  
3.6.19)           { } BAT jlijliH ,1, )()( −∆ =ω      { } BAT jlijliH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
 
Le sensitività di primo e secondo ordine della matrice 1−A  si esprimono nella forma 
seguente: 
 
3.6.20)            1,1,1)( −−− −= AAAA jj  
3.6.21)            1,
1
,
1)( −−− −= AAAA jj  
3.6.22)            1,1,,1,1,1 )()( −−−−− += AAAAAAAAA ljjljl  
3.6.23)            1,
1,,1
,
1,
,
1 )()( −−−−− += AAAAAAAAA ljjljl  
3.6.24)            1,1,,
1,1,
,
1 )()( −−−−− += AAAAAAAAA ljjllj  
3.6.25)            1,
1
,,
1
,
1
,
1 )()( −−−−− += AAAAAAAAA ljjljl  
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3.7 Applicazione della procedura di ottimizzazione per un sistema ad N gradi di 
libertà. 
 
L’applicazione della tecnica numerica presentata nei paragrafi precedenti richiede le 
operazioni illustrate di seguito. Le operazioni effettuate si riferiscono alla generica 
iterazione h della procedura di ottimizzazione. Inizialmente si esamina la fase 1 del 
problema POSDP. 
Per prima cosa si definiscono le matrici di rigidezza, di massa e di smorzamento: 
 
3.7.1)                 
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅+⋅−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅−⋅+−
⋅⋅−+
=
++
n
jjjj
j
k
kkkk
kkkk
kkk
000
0
0
00
11
322
221
K  ,     
3.7.2)                                    
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅
⋅⋅⋅⋅
⋅
⋅
=
nm
m
m
00
00
00
2
1
M , 
3.7.3)                       
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅⋅⋅⋅⋅
⋅+−
⋅−+−
⋅−+
=
− nn cc
ccc
cccc
ccc
1
433
3322
221
000
00
0
00
C  
 
in cui n  rappresenta il numero di gradi di libertà del sistema con jc  e jk  che 
rappresentano le variabili di progetto soggette ad aggiornamento iterazione dopo 
iterazione. 
Mediante l’analisi modale si ricavano gli autovalori iΩ , delle frequenze naturali iω  e 
degli autovettori iV  del sistema iniziale non smorzato: 
 
3.7.4)               ( ) 02 =− ii VMK ω ;          ii Ω=2ω           con  ni ,,1 KK=  
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A questo punto si definisce la matrice di pseudo-impedenza A: 
 
3.7.5)                                             [ ]M-CKA 2)( ωωω i+=   
 
Calcolo del vettore delle funzioni di trasferimento )(ωH  in termini di spostamenti 
relativi: 
 
3.7.6)                                                   BTAH 1)()( −= ωω  
 
in cui T rappresenta la matrice di trasferimento deformazioni-spostamenti. 
Calcolo del vettore delle funzioni di trasferimento in termini di accelerazione assoluta di 
piano: 
 
3.7.7)                                              BA1H 2 1)()( −−= ωωωA  
 
A questo punto della procedura di calcolo si ricavano le sensitività di primo ordine della 
matrice di pseudo-impedenza A rispetto alle variabili di progetto jc  e jk : 
 
3.7.8)           
1
1,
k∂
∂= AA              
1
1 c∂
∂= AA,  
                             M                             M  
                    
n
n
k∂
∂= AA ,              
n
n c∂
∂= AA,  
 
Calcolo delle sensitività di primo e secondo ordine della matrice 1)( −ωA  rispetto alle 
variabili di progetto come indicato nelle (3.6.20)-(3.6.25), qui riscritte per comodità: 
 
3.7.9)           1,1,1)( −−− −= AAAA jj  
3.7.10)           1,
1
,
1)( −−− −= AAAA jj  
3.7.11)           1,1,,1,1,1 )()( −−−−− += AAAAAAAAA ljjljl  
3.7.12)           1,
1,,1
,
1,
,
1 )()( −−−−− += AAAAAAAAA ljjljl  
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3.7.13)         1,1,,
1,1,
,
1 )()( −−−−− += AAAAAAAAA ljjllj  
3.7.14)         1,
1
,,
1
,
1
,
1 )()( −−−−− += AAAAAAAAA ljjljl  
 
Calcolo delle sensitività della matrice delle funzioni di trasferimento )(ωH  e del suo 
complesso coniugato )(ω∗H : 
 
3.7.15)           { } BAT jijiH ,1, )()( −∆ =ω         { } BAT jijiH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
3.7.16)           { } BAT jijiH ,1, )()( −∆ =ω         { } BAT jijiH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
3.7.17)           { } BAT jlijliH ,1, )()( −∆ =ω       { } BAT jlijliH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
3.7.18)           { } BAT jlijliH ,,1,, )()( −∆ =ω        { } BAT jlijliH ,,1,, )()( ∗−∗∆ =ω  
3.7.19)           { } BAT ljiljiH ,,1,, )()( −∆ =ω        { } BAT ljiljiH ,,1,, )()( ∗−∗∆ =ω  
3.7.20)           { } BAT jlijliH ,1, )()( −∆ =ω      { } BAT jlijliH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
 
Attraverso le espressioni (3.2.13) e (3.2.14), qui riscritte per comodità, è possibile 
calcolare il valore quadratico medio degli spostamenti relativi di piano 2
i∆σ  e il valore 
quadratico medio dell’accelerazione dell’ultimo piano 2
iA
σ .  
 
3.7.21)       ωωωωωωωσ dSHHdSH gg iiii )()()()()(
2
2 ∗
∆
+∞
∞− ∆
−∞
∞− ∆∆ ∫∫ ==  
 
3.7.22)       ωωωωωωωσ dSHHdSH gAAgAA iiii )()()()()(
2
2 ∗+∞
∞−
−∞
∞− ∫∫ ==  
 
A questo punto si calcolano le sensitività di primo e secondo ordine del valore 
quadratico medio degli spostamenti di interpiano attraverso le relazioni (3.6.8)-(3.6.13). 
Si definisce la funzione obiettivo mediante la relazione: 
 
3.7.23)                                               ∑
=
∆=
n
i
i
f
1
2σ   
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Per eliminare la dipendenza del criterio di ottimizzazione dai moltiplicatori lagrangiani 
è necessario introdurre i rapporti is  e it : 
 
3.7.24)                       1,
1,
f
fs
i
i
+
=             )1,,1( −= ni K  
3.7.25)                       
1,
1,
f
f
t ii
+=               )1,,1( −= ni K  
 
Per il calcolo delle quantità espresse dalle (3.7.24) e (3.7.25) è necessario calcolare le 
sensitività della funzione obiettivo espressa dalla (3.7.23). 
 
3.7.26)                j
n
i
j
i
f ,
1
2, )(∑
=
∆= σ        jl
n
i
j
l i
f ,,
1
2,
, )(∑
=
∆= σ  
3.7.27)                j
n
i
j i
f ,
1
2
, )(∑
=
∆= σ         lj
n
i
l
j i
f ,,
1
2,
, )(∑
=
∆= σ  
3.7.28)                jl
n
i
jl
i
f ,
1
2, )(∑
=
∆= σ      jl
n
i
jl i
f ,
1
2
, )(∑
=
∆= σ  
 
Calcolo degli incrementi dei rapporti (3.2.4) e (3.2.5) attraverso le relazioni (3.6.3) e 
(3.6.4). Dunque si aggiornano gli incrementi 1/)1( Nss ii −=∆  e 1/)1( Ntt ii −=∆ , in cui 
1N  rappresenta il numero di passi nella fase 1. 
Si risolve il sistema lineare: 
 
                   ( ) ( ) jjiijjn
j
jiji
i cffffkfffffs ∆−+∆−=∆ ++
=
++∑ 1,,1,1,,1,
1
1'1,)1('1,21, )(  
3.7.29)               ∑
=
∆=∆
n
j
jk kW
1
 
                          ( ) ( ) jjijijn
j
j
j
j
ii cffffkffffft ∆−+∆−=∆ ++
=
++∑ 1,1,)1(,1,
1
,
1,1,
,
1,1,
2
1, )(  
                          ∑
=
∆=∆
n
j
jc cW
1
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Dalla risoluzione di tale sistema lineare vengono ricavati gli incrementi che le variabili 
di progetto subiscono alla generica iterazione. A questo punto del processo di calcolo 
iterativo si aggiornano le variabili di progetto fino a quando le variabili jc  e jk  saranno 
tali da soddisfare la minimizzazione della funzione obiettivo (3.7.23), insieme alle 
condizioni di vincolo poste all’inizio, k
n
i
i Wk =∑
=1
 e c
n
i
i Wc =∑
=1
. L’ottimizzazione della 
struttura avviene mantenendo costante la rigidezza e lo smorzamento complessivo. 
La fase 1, dunque, serve a ridurre la deformabilità della struttura ma non l’accelerazione 
dell’ultimo piano. Per ottenere tale condizione occorre proseguire con la tecnica 
numerica, seguendo la fase 2. Si noti che per ottenere la riduzione dell’accelerazione 
dell’ultimo piano è necessario aumentare lo smorzamento complessivo della struttura. 
Nella fase 2 vengono fissati i valori finali della rigidezza complessiva kFW  e dello 
smorzamento complessivo CFW . Le operazioni della fase 2 sono identiche a quelle della 
fase 1 fino al calcolo delle sensitività della funzione obiettivo (3.7.23). 
A questo punto si calcolano i rapporti: 
 
3.7.30)                       1,
1,
f
fs
i
i
+
=             )1,,1( −= ni K  
3.7.31)                       
1,
1,
f
f
t ii
+=               )1,,1( −= ni K  
 
Aggiornamento degli incrementi:  
 
3.7.32)        2/)( NWWW KKFK −=∆     e    2/)( NWWW CCFC −=∆  
 
in cui k
n
i
i Wk =∑
=1
 e c
n
i
i Wc =∑
=1
. 2N  rappresenta il numero di passi della fase 2. 
Si risolve il sistema lineare (3.7.29) in cui si è posto 0=∆ is  e 0=∆ it . 
Come già detto, la deformazione della struttura diminuisce in entrambe le fasi, mentre 
l’accelerazione dell’ultimo piano della struttura si riduce soltanto nella seconda fase, 
attraverso l’aumento dello smorzamento totale del telaio. 
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4 
 
APPLICAZIONE DELLA PROCEDURA DI OTTIMIZZAZIONE DI 
SISTEMI SHEAR TYPE AGENDO SIMULTANEAMENTE SULLA 
RIGIDEZZA E SULLO SMORZAMENTO 
 
4.1 Introduzione. 
 
Nel capitolo 3 è stato affrontato il problema dell’ottimizzazione di sistemi shear-type 
agendo simultaneamente sulla rigidezza e sullo smorzamento. 
La quantità mantenuta sotto controllo è rappresentata dalla somma degli scarti 
quadratici medi degli spostamenti di interpiano. 
In tale procedura di calcolo le variabili di progetto risultano essere le rigidezze e i 
coefficienti di smorzamento, mentre le masse sono considerate quantità note e costanti 
durante tutto il procedimento di calcolo iterativo.  
Si pone un vincolo sulla quantità totale di rigidezza e di smorzamento; inoltre, nei vari 
piani, la quantità di rigidezza e di smorzamento non può superare un limite superiore 
imposto all’inizio della procedura di calcolo. 
La procedura di calcolo è suddivisa in 2 fasi: nella prima fase si ricerca il progetto 
ottimale della struttura per uno specifico valore della rigidezza e dello smorzamento 
complessivi, nella seconda fase si esamina una serie di progetti ottimali in funzione di 
diversi valori della rigidezza e dello smorzamento totali.  
Nel capitolo 3, la procedura di ottimizzazione è stata sviluppata per il sistema ad n gradi 
di libertà. 
In questo capitolo si applica la procedura di calcolo per il sistema a 2 e a 5 gradi di 
libertà, mediante l’ausilio di un programma di calcolo in linguaggio Matlab. 
Il criterio di ottimizzazione impiegato è quello espresso nel paragrafo (3.3). Alla fine 
della procedura di ottimizzazione si ottiene una ridistribuzione ottimale della rigidezza e 
dei coefficienti di smorzamento nei vari piani della struttura in modo da soddisfare il 
criterio di ottimizzazione espresso nella relazione (3.6.2). 
Nella figura 4.1 si riporta l’algoritmo che illustra in modo schematico le varie fasi della 
prima fase della procedura di ottimizzazione per un generico telaio ad n gradi di libertà. 
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Figura 4.1 Diagramma di flusso che riporta gli step della prima fase della procedura di 
ottimizzazione. 
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L’algoritmo parte definendo le matrici di massa M , di rigidezza K  e di smorzamento 
C  del sistema ad n gradi di libertà mediante le (3.7.1), (3.7.2), (3.7.3) noti i valori delle 
masse, delle rigidezze e dei coefficienti di smorzamento della struttura che sono valori 
di input del programma di calcolo. Nel passo successivo l’algoritmo calcola, attraverso i 
procedimenti dell’analisi modale riportati nell’Appendice, gli autovalori iΩ  e gli 
autovettori iV  del corrispondente sistema non smorzato. 
Attraverso la relazione (3.7.5) si definisce la matrice di pseudo-impendenza A e 
attraverso le relazioni (3.7.6)  e (3.7.7) si calcolano i vettori delle funzioni di 
trasferimento degli spostamenti di interpiano e dell’accelerazione assoluta dell’ultimo 
piano. 
 In seguito vengono calcolate, mediante le espressioni (3.7.8)-(3.7.14) le sensitività di 
primo e secondo ordine della matrice di pseudo –impedenza e della sua inversa rispetto 
alle variabili di progetto jc  e jk . 
Analogamente vengono calcolate le sensitività di primo e secondo ordine delle funzioni 
di trasferimento e del suo complesso coniugato mediante le relazioni (3.7.15)-(3.7.20). 
A questo punto della procedura di ottimizzazione vengono calcolati gli scarti quadratici 
medi degli spostamenti di interpiano mediante la relazione (3.7.21) e le sue sensitività di 
primo e secondo ordine mediante le relazioni (3.6.8)-(3.6.13). 
Si definisce la funzione obiettivo e le sue sensitività di primo e secondo ordine mediante 
le espressioni (3.7.23) e (3.7.26)-(3.7.28). 
Per eliminare la dipendenza del criterio di ottimizzazione dai moltiplicatori di Lagrange 
si introducono i rapporti di convergenza 1,
1,
f
fs
i
i
+
=  e  
1,
1,
f
f
t ii
+= . 
Vengono ricavati gli incrementi is∆  e it∆ ; mediante la risoluzione del sistema lineare 
(3.7.29) è possibile ricavare gli incrementi delle variabili di progetto jc∆  e jk∆ .  
Le iterazioni proseguono fino al soddisfacimento delle condizioni di ottimizzazione; ad 
ogni iterazione viene effettuato il controllo della convergenza dei rapporti 1== ii ts . 
Quando il controllo della convergenza dei rapporti di convergenza non è soddisfatto si 
ritorna indietro nell’algoritmo e si riparte dalla definizione delle matrici di pseudo-
impedenza e di pseudo-recettanza. Quando 1== ii ts ,  si raggiunge l’ottimizzazione 
delle rigidezze jk e dei coefficienti di smorzamento  jc . 
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4.2  Risultati numerici per il sistema a 2 gradi di libertà. 
 
Fase 1: 
Si consideri un telaio shear-type a 2 gradi di libertà, con distribuzione uniforme dei 
coefficienti di smorzamento e delle rigidezze nei vari piani, come indicato in figura 4.2: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.2: Sistema shear-type a due gradi di libertà. 
 
Siano: 
 
4.2.1)                                         Kgmm 321 1032 ⋅==            
 
i valori delle masse di piano;  
La quantità totale di rigidezza e smorzamento è mantenuta costante durante la procedura 
di calcolo e risultano essere pari a: 
 
4.2.2)                        mNWk /1038,3
8
0 ⋅=                    
4.2.3)                     msNWc /1050,7
6
0 ⋅⋅=  
 
All’inizio della procedura di ottimizzazione le rigidezze e i coefficienti di smorzamento 
del sistema sono distribuiti in maniera uniforme nei piani e assumono il valore: 
 
4.2.4)                                mNkk
n
Wk k /1069,1 8210 ⋅====
)
             
4.2.5)                              msNcc
n
Wc c /1075,3ˆ 6210 ⋅⋅====             
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in cui n rappresenta il numero di gradi di libertà della struttura. 
Al termine della procedura di ottimizzazione si otterrà una ridistribuzione delle 
rigidezze e dei coefficienti di smorzamento nei vari piani del sistema in modo da 
verificare la condizione di ottimizzazione espressa dalle relazioni (3.6.2); in altre parole, 
il processo di calcolo verrà ripetuto fino a quando risulterà minimizzata la somma degli 
scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano. La funzione obiettivo è riportata 
di seguito: 
 
4.2.6)                                             ∑
=
∆=
2
1
2
i
i
f σ  
 
Per verificare la convergenza dell’algoritmo è utile riportare i valori dei rapporti di 
convergenza 1,
1,
f
fs
i
i
+
=  e  
1,
1,
f
f
t ii
+=   all’inizio e alla fine della procedura di 
ottimizzazione: 
 
4.2.7)              [ ]2491,0=inizialis          ⇒           rapporti di convergenza iniziali 
4.2.8)                 [ ]1=finalis                  ⇒           rapporti di convergenza finali  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.3: Convergenza dei rapporti s. 
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4.2.9)              [ ]2819,0=inizialit          ⇒           rapporti di convergenza iniziali 
4.2.10)                [ ]1=finalit                  ⇒           rapporti di convergenza finali  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.4: Convergenza dei rapporti t. 
 
Come si può notare dalle espressioni (4.2.8) e (4.2.10), al termine del processo di 
ottimizzazione, la procedura di calcolo per il sistema a due gradi di libertà è stata 
efficace; infatti, i valori dei rapporti di convergenza risultano essere unitari. 
Al termine della procedura di ottimizzazione si avrà la seguente distribuzione delle 
rigidezze nei piani: 
 
 
Fase 1 
Rigidezza nel primo 
piano 
1k  
Rigidezza nel secondo 
piano 
2k  
 
Valori iniziali 
)/( mN  
 
81069,1 ⋅  
 
81069,1 ⋅  
 
Valori finali 
)/( mN  
 
8109534,1 ⋅  
 
8104266,1 ⋅  
 
Tabella 4.1: Valori iniziali e finali delle rigidezze per il sistema a 2gdl. 
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Come si può notare dalla tabella 4.1, al termine della procedura di ottimizzazione si ha 
un aumento della rigidezza del primo piano; conseguentemente si ha una diminuzione 
crescente della rigidezza nel secondo piano. 
Infatti, se si eccita la struttura con una eccitazione random stazionaria, i piani 
maggiormente sollecitati e che, dunque, presentano spostamenti relativi maggiori, sono 
quelli inferiori (primo piano). I piani più elevati presentano spostamenti relativi minori. 
Per diminuire lo spostamento relativo del primo piano si ha un aumento della rigidezza 
in tale piano; di conseguenza, aumentando la rigidezza nel primo piano, si cerca di 
distribuire la rigidezza negli altri piani in modo da verificare le condizioni di 
ottimizzazione; si verifica, dunque, una diminuzione delle rigidezze nei piani più elevati 
(secondo).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.5: Disposizione delle rigidezze prima e dopo la procedura di ottimizzazione per il sistema a 
2gdl. 
 
L’andamento delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione è 
rappresentato in figura 4.6: 
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Figura 4.6: Distribuzione delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione. 
 
Come nel caso di ottimizzazione di sistemi shear-type agendo su funzioni di 
trasferimento opportunamente vincolate, è possibile calcolare come variano le 
dimensioni dei pilastri al variare delle rigidezze di piano. 
Come è stato detto in precedenza, partendo dalla definizione di rigidezza per un telaio di 
tipo shear-type in cemento armato si ha: 
 
4.2.11)                                               3
1
12
h
JE
k
n
r
r
i
∑
==  
 
in cui, h  è l’altezza di interpiano, rJ  è il momento di inerzia della sezione trasversale 
del generico pilastro, E  è il modulo elastico del calcestruzzo pari a 2/25000 mmN , n  è 
il numero di pilastri per piano. 
Nel caso in esame si considera una altezza di interpiano pari a mh 33,3= ; i pilastri sono 
a sezione quadrata e dunque l’unico valore incognito, note le rigidezze, risulta essere la 
dimensione b  della sezione trasversale del pilastro che si ricava con l’espressione: 
 
4.2.12)                                                  4
3
nE
hkb i ⋅
⋅=  
 
All’inizio della procedura di ottimizzazione avendo una distribuzione uniforme delle 
rigidezze nei piani, tutti i pilastri hanno le stesse dimensioni: 
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Sistema a 2 gdl Piano 1 Piano 2 
Rigidezze di piano 
)/( mNki  
 
81069,1 ⋅  
 
81069,1 ⋅  
Sezioni dei pilastri 
)(cm  
 
5555×  
 
5555×  
 
Tabella 4.2: Rigidezze e sezioni di piano per il sistema a 2gdl prima della procedura di 
ottimizzazione. 
 
Al termine della procedura di ottimizzazione, le rigidezze non sono più distribuite in 
maniera uniforme nei piani e, dunque, si ottiene una variazione delle dimensioni dei 
pilastri nei vari piani: 
 
Sistema a 2 gdl Piano 1 Piano 2 
Rigidezze di piano 
)/( mNki  
 
8109534,1 ⋅  
 
8104266,1 ⋅  
Sezioni dei pilastri 
)(cm  
 
6060×  
 
5555×  
 
Tabella 4.3: Rigidezze e sezioni di piano per il sistema a 2gdl ottimizzato. 
 
Analogamente alle rigidezze, al termine della procedura di ottimizzazione, anche i 
coefficienti di smorzamento subiscono una ridistribuzione nei vari piani dell’edificio: 
 
 
Fase 1 
Smorzamento nel primo 
piano 
1c  
Smorzamento nel 
secondo piano 
2c  
 
Valori iniziali 
)/( msN ⋅  
 
61075,3 ⋅  
 
61075,3 ⋅  
 
Valori finali 
)/( msN ⋅  
 
6107737,4 ⋅  
 
6107263,2 ⋅  
 
Tabella 4.4: Valori iniziali e finali dei coefficienti di smorzamento per il sistema a 2gdl. 
 
Come si può notare in tabella 4.4, gli smorzatori sono stati concentrati nei piani inferiori 
(primo piano), in quanto, i piani che risentono maggiormente dell’eccitazione impressa 
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alla base della struttura sono proprio quelli più bassi. La quantità complessiva di 
smorzamento, pur rimanendo costante, è stata distribuita in modo conveniente nei piani 
della struttura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.7: Disposizione dei coefficienti di smorzamento prima e dopo la procedura di 
ottimizzazione per il sistema a 2gdl. 
 
L’andamento dei coefficienti di smorzamento nei piani della struttura al termine della 
procedura di ottimizzazione è rappresentato in figura 4.8: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.8: Distribuzione dei coefficienti di smorzamento al termine della procedura di 
ottimizzazione. 
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È possibile verificare l’efficacia della procedura di ottimizzazione rappresentando 
l’andamento della funzione obiettivo. Per effettuare l’ottimizzazione della struttura si 
richiede la minimizzazione della funzione obiettivo, la quale rappresenta la somma 
degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano. Si riportano i risultati in 
figura 4.9: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.9: Funzione obiettivo. 
 
Come si può osservare dalla figura 4.9 la funzione obiettivo è stata minimizzata. Infatti 
si ha: 
 
4.2.13)                                   7104551,2 −⋅=inizialefob  
4.2.14)                                   7101517,2 −⋅=finalefob  
 
Al termini della fase 1 della procedura si rileva un aumento dello scarto quadratico 
medio dell’accelerazione assoluta dell’ultimo piano. Si ottiene: 
 
4.2.15)                                         422 /8508,2 smAtop =σ  
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Figura 4.10: Andamento dello scarto quadratico medio dell’accelerazione assoluta dell’ultimo 
piano. 
 
Poiché l’aumento dell’accelerazione assoluta dell’ultimo piano non deve essere troppo 
elevato, si passa alla fase 2 che ha come obiettivo proprio la riduzione della quantità 
sopra citata. 
 
Fase 2: 
Il progetto di ottimizzazione effettuato nella prima fase della procedura di calcolo 
consente di effettuare una riduzione della deformata della struttura, a cui corrisponde un 
aumento dell’accelerazione assoluta dell’ultimo piano. Per contenere tale aumento di 
accelerazione entro limiti accettabili si passa alla fase 2, nella quale si aumenta la 
quantità totale di smorzamento proprio per effettuare la riduzione dell’accelerazione 
assoluta dell’ultimo piano. La quantità totale di rigidezza rimane invariata e quindi 
rimangono inalterate anche le dimensioni dei pilastri. Il punto di partenza per la fase 2 è 
il punto di arrivo della fase 1. 
I valori iniziali della rigidezza complessiva e dello smorzamento complessivo sono: 
 
4.2.16)                        mNWk /1038,3
8
0 ⋅=                    
4.2.17)                     msNWc /1050,7
6
0 ⋅⋅=  
 
 I valori finali delle suddette quantità risultano: 
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4.2.18)                        mNWKF /1038,3
8⋅=                    
4.2.19)                     msNWCF /1040,8
6 ⋅⋅=  
 
I valori iniziali delle variabili di progetto sono quelli ottenuti al termine della fase 1. 
Si può notare che nella fase 2, i valori delle rigidezze restano pressoché invariati, 
mentre aumenta la quantità di smorzamento nei vari piani della struttura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.11: Andamento delle rigidezze  e dei coefficienti di smorzamento nei vari piani della 
struttura. 
 
In tabella 4.5 sono riportati i valori iniziali e finali dei coefficienti di smorzamento nella 
fase 2: 
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Fase 2 
Smorzamento nel primo 
piano 
1c  
Smorzamento nel 
secondo piano 
2c  
 
Valori iniziali 
)/( msN ⋅  
 
6107737,4 ⋅  
 
6107263,2 ⋅  
 
Valori finali 
)/( msN ⋅  
 
6109524,7 ⋅  
 
6104976,4 ⋅  
 
Tabella 4.5: Valori iniziali e finali dei coefficienti di smorzamento per il sistema a 2gdl nella fase 2. 
 
Come atteso si evince un abbassamento dello scarto quadratico medio 
dell’accelerazione assoluta nell’ultimo piano. Infatti all’inizio della seconda fase, lo 
scarto quadratico medio dell’accelerazione dell’ultimo piano è espresso dalla relazione 
(4.2.15) qui riscritta per comodità: 
 
4.2.20)                         422 _ /8508,2 sminizialeAtop =σ  
 
Alla fine della seconda fase il valore cala sensibilmente e vale: 
 
4.2.21)                          422 _ /4737,2 smfinaleAtop =σ  
 
Tale risultato è rappresentato nella figura: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.12: Andamento dello scarto quadratico medio dell’accelerazione assoluta dell’ultimo 
piano nella fase 2. 
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Infine, l’affidabilità e la convergenza della tecnica numerica sono dimostrate attraverso 
l’andamento, in funzione del numero di iterazioni, dei rapporti di convergenza s e t: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.13: Andamento dei rapporti di convergenza. 
 
 
4.3 Risultati numerici per il sistema a 5 gradi di libertà. 
 
Fase 1: 
Si consideri un telaio shear-type a 5 gradi di libertà, con distribuzione uniforme dei 
coefficienti di smorzamento e delle rigidezze nei vari piani, come indicato in figura 
4.14: 
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Figura 4.14: Sistema shear-type a cinque gradi di libertà. 
 
Siano: 
 
4.3.1)                                Kgmmmmm 354321 1032 ⋅=====            
 
i valori delle masse di piano;  
La quantità totale di rigidezza e smorzamento è mantenuta costante durante la procedura 
di calcolo e risulta essere pari a: 
 
4.3.2)                                       mNWk /1038,3
8
0 ⋅=                    
4.3.3)                                    msNWc /1050,7
6
0 ⋅⋅=  
 
All’inizio della procedura di ottimizzazione le rigidezze e i coefficienti di smorzamento 
del sistema sono distribuiti in maniera uniforme nei piani e assumono il valore: 
 
4.3.4)                               mNkkkkk
n
Wk k /1076,6 7543210 ⋅=======
)
             
4.3.5)                              msNccccc
n
Wc c /105,1ˆ 6543210 ⋅⋅=======             
  
in cui n rappresenta il numero di gradi di libertà della struttura. 
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Al termine della procedura di ottimizzazione si otterrà una ridistribuzione delle 
rigidezze e dei coefficienti di smorzamento nei vari piani del sistema in modo da 
verificare la condizione di ottimizzazione espressa dalle relazioni (3.6.2); in altre parole, 
il processo di calcolo verrà ripetuto fino a quando risulterà minimizzata la somma degli 
scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano. La funzione obiettivo è riportata 
di seguito: 
 
4.3.6)                                           ∑
=
∆=
5
1
2
i
i
f σ  
 
Per verificare la convergenza dell’algoritmo è utile riportare i valori dei rapporti di 
convergenza 1,
1,
f
fs
i
i
+
=  e  
1,
1,
f
f
t ii
+=   all’inizio e alla fine della procedura di 
ottimizzazione: 
 
4.3.7)                    [ ]0400,01599,03599,06399,0=inizialis       
                                                                   ⇓          
                                             rapporti di convergenza iniziali 
 
4.3.8)                                      [ ]1111=finalis            
                                                                   ⇓           
                                              rapporti di convergenza finali  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.15: Convergenza dei rapporti s. 
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4.3.9)                    [ ]0731,02690,05300,07905,0=inizialit       
                                                                   ⇓          
                                             rapporti di convergenza iniziali 
 
4.3.10)                                      [ ]1111=finalit            
                                                                   ⇓           
                                              rapporti di convergenza finali  
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.16: Convergenza dei rapporti t. 
 
Come si può notare dalle espressioni (4.3.8) e (4.3.10), al termine del processo di 
ottimizzazione, la procedura di calcolo per il sistema a cinque gradi di libertà è stata 
efficace; infatti, i valori dei rapporti di convergenza risultano essere unitari. 
Al termine della procedura di ottimizzazione si avrà la seguente distribuzione delle 
rigidezze nei piani: 
 
 
Fase 1 
Rigidezza nel 
primo piano 
1k  
Rigidezza nel 
secondo piano 
2k  
Rigidezza nel 
terzo piano  
3k  
Rigidezza nel 
quarto piano 
4k  
Rigidezza nel 
quinto piano 
5k  
 
Valori iniziali 
)/( mN  
 
71067,6 ⋅  
 
71067,6 ⋅  
 
71067,6 ⋅  
 
71067,6 ⋅  
 
71067,6 ⋅  
 
Valori finali 
)/( mN  
 
7107545,9 ⋅  
 
7108568,8 ⋅  
 
7104258,7 ⋅  
 
7103757,5 ⋅  
 
7103862,2 ⋅  
 
Tabella 4.6: Valori iniziali e finali delle rigidezze per il sistema a 5gdl. 
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Come si può notare dalla tabella 4.6, al termine della procedura di ottimizzazione si ha 
un aumento della rigidezza del primo piano; conseguentemente si ha una diminuzione 
crescente delle rigidezze negli altri piani. 
Infatti, se si eccita la struttura con una eccitazione random stazionaria, i piani 
maggiormente sollecitati e che, dunque, presentano spostamenti relativi maggiori, sono 
quelli inferiori. I piani più elevati presentano spostamenti relativi minori. Per diminuire 
lo spostamento relativo dei piani più bassi si ha un aumento della rigidezza in tali piani; 
di conseguenza, aumentando la rigidezza nel primo piano, si cerca di distribuire la 
rigidezza negli altri piani in modo da verificare le condizioni di ottimizzazione; si 
verifica, dunque, una diminuzione delle rigidezze nei piani più elevati.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.17: Disposizione delle rigidezze prima e dopo la procedura di ottimizzazione per il sistema 
a 5gdl. 
 
L’andamento delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione è 
rappresentato in figura 4.18: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.18: Distribuzione delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione. 
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Come nel caso di ottimizzazione di sistemi shear-type agendo su funzioni di 
trasferimento opportunamente vincolate, è possibile calcolare come variano le 
dimensioni dei pilastri al variare delle rigidezze di piano. 
Come è stato detto in precedenza, partendo dalla definizione di rigidezza per un telaio di 
tipo shear-type in cemento armato si ha: 
 
4.3.11)                                               3
1
12
h
JE
k
n
r
r
i
∑
==  
 
in cui, h  è l’altezza di interpiano, rJ  è il momento di inerzia della sezione trasversale 
del generico pilastro, E  è il modulo elastico del calcestruzzo pari a 2/25000 mmN , n  è 
il numero di pilastri per piano. 
Nel caso in esame si considera una altezza di interpiano pari a mh 33,3= ; i pilastri sono 
a sezione quadrata e dunque l’unico valore incognito, note le rigidezze, risulta essere la 
dimensione b  della sezione trasversale del pilastro che si ricava con l’espressione: 
 
4.3.12)                                                  4
3
nE
hkb i ⋅
⋅=  
 
All’inizio della procedura di ottimizzazione avendo una distribuzione uniforme delle 
rigidezze nei piani, tutti i pilastri hanno le stesse dimensioni: 
 
Sistema a 5gdl Piano 1 Piano 2 Piano 3 Piano 4 Piano 5 
 
Rigidezze di 
piano 
)/( mNki  
 
71076,6 ⋅  
 
71076,6 ⋅  
 
71076,6 ⋅  
 
71076,6 ⋅  
 
71076,6 ⋅  
Sezioni dei 
pilastri 
)(cm  
 
5050×  
 
5050×  
 
5050×  
 
5050×  
 
5050×  
 
Tabella 4.7: Rigidezze e sezioni di piano per il sistema a 5gdl prima della procedura di 
ottimizzazione. 
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Al termine della procedura di ottimizzazione, le rigidezze non sono più distribuite in 
maniera uniforme nei piani e, dunque, si ottiene una variazione delle dimensioni dei 
pilastri nei vari piani: 
 
Sistema a 5gdl Piano 1 Piano 2 Piano 3 Piano 4 Piano 5 
 
Rigidezze di 
piano 
)/( mNki  
 
7107545,9 ⋅  
 
7108568,8 ⋅  
 
7104258,7 ⋅  
 
7103767,5 ⋅  
 
7103862,2 ⋅  
Sezioni dei 
pilastri 
)(cm  
 
5555×  
 
5555×  
 
5050×  
 
4545×  
 
4040×  
 
Tabella 4.8: Rigidezze e sezioni di piano per il sistema a 5gdl ottimizzato. 
 
Analogamente alle rigidezze, al termine della procedura di ottimizzazione, anche i 
coefficienti di smorzamento subiscono una ridistribuzione nei vari piani dell’edificio: 
 
 
 
Fase 1 
Smorzamento 
nel primo 
piano 
1c  
Smorzamento 
nel secondo 
piano 
2c  
Smorzamento 
nel terzo piano 
3c  
Smorzamento 
nel quarto 
piano 
4c  
Smorzamento 
nel quinto 
piano 
5c  
 
Valori iniziali 
)/( msN ⋅  
 
6105,1 ⋅  
 
6105,1 ⋅  
 
6105,1 ⋅  
 
6105,1 ⋅  
 
6105,1 ⋅  
 
Valori finali 
)/( msN ⋅  
 
6108521,1 ⋅  
 
6105417,1 ⋅  
 
6103716,1 ⋅  
 
6103163,1 ⋅  
 
6104184,1 ⋅  
 
Tabella 4.9: Valori iniziali e finali dei coefficienti di smorzamento per il sistema a 5gdl. 
 
Come si può notare in tabella 4.9, gli smorzatori sono stati concentrati nei piani 
inferiori, in quanto, i piani che risentono maggiormente dell’eccitazione impressa alla 
base della struttura sono proprio quelli più bassi. La quantità complessiva di 
smorzamento, pur rimanendo costante, è stata distribuita in modo conveniente nei piani 
della struttura. 
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Figura 4.19: Disposizione dei coefficienti di smorzamento prima e dopo la procedura di 
ottimizzazione per il sistema a 5gdl. 
 
L’andamento dei coefficienti di smorzamento nei piani della struttura al termine della 
procedura di ottimizzazione è rappresentato in figura 4.20: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.20: Distribuzione dei coefficienti di smorzamento al termine della procedura di 
ottimizzazione. 
 
Se si osserva il grafico in figura 4.20 si evince un comportamento particolare del 
coefficiente di smorzamento dell’ultimo piano. Infatti, esso all’inizio della procedura di 
ottimizzazione subisce una diminuzione, ma poi comincia ad aumentare fino a diventare 
più elevato dei coefficienti di smorzamento del terzo e del quarto piano. Questo 
comportamento è dovuto al fatto che man mano che nella struttura vengono ridistribuite 
le rigidezze, i piani inferiori diventano più rigidi a taglio e, quindi, necessitano di una 
quantità inferiore di smorzamento. Di conseguenza, man mano che la rigidezza 
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diminuisce nei piani più elevati, essi diventano più flessibili e subiscono spostamenti 
relativi maggiori rispetto al caso di rigidezze uniformemente distribuite nei vari piani. 
Per contrastare l’aumento di spostamento, il programma di calcolo ridistribuisce lo 
smorzamento aumentando le quantità dei piani più flessibili (ultimo piano). 
È possibile verificare l’efficacia della procedura di ottimizzazione rappresentando 
l’andamento della funzione obiettivo. Per effettuare l’ottimizzazione della struttura si 
richiede la minimizzazione della funzione obiettivo, la quale rappresenta la somma 
degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano. Si riportano i risultati in 
figura 4.21: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.21: Funzione obiettivo. 
 
Come si può osservare dalla figura 4.21 la funzione obiettivo è stata minimizzata. Infatti 
si ha: 
 
4.3.13)                                   5107074,1 −⋅=inizialefob  
4.3.14)                                   5104119,1 −⋅=finalefob  
 
Al termine della fase 1 della procedura si rileva un aumento dello scarto quadratico 
medio dell’accelerazione assoluta dell’ultimo piano. Si ottiene: 
 
4.3.15)                                         422 /5682,2 smAtop =σ  
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Figura 4.22: Andamento dello scarto quadratico medio dell’accelerazione assoluta dell’ultimo 
piano. 
 
Poiché l’aumento dell’accelerazione assoluta dell’ultimo piano non deve essere troppo 
elevato, si passa alla fase 2 che ha come obiettivo proprio la riduzione della quantità 
sopra citata. 
 
Fase 2: 
Il progetto di ottimizzazione effettuato nella prima fase della procedura di calcolo 
consente di effettuare una riduzione della deformata della struttura, a cui corrisponde un 
aumento dell’accelerazione assoluta dell’ultimo piano. Per contenere tale aumento di 
accelerazione entro limiti accettabili si passa alla fase 2, nella quale si aumenta la 
quantità totale di smorzamento proprio per effettuare la riduzione dell’accelerazione 
assoluta dell’ultimo piano. La quantità totale di rigidezza rimane invariata e quindi 
rimangono inalterate anche le dimensioni dei pilastri. Il punto di partenza per la fase 2 è 
il punto di arrivo della fase 1. 
I valori iniziali della rigidezza complessiva e dello smorzamento complessivo sono: 
 
4.3.16)                                         mNWk /1038,3
8
0 ⋅=                    
4.3.17)                                      msNWc /1050,7
6
0 ⋅⋅=  
 
 I valori finali delle suddette quantità risultano: 
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4.3.18)                            mNWKF /1038,3
8⋅=                    
4.3.19)                          msNWCF /1040,8
6 ⋅⋅=  
 
I valori iniziali delle variabili di progetto sono quelli ottenuti al termine della fase 1. 
Si può notare che nella fase 2, i valori delle rigidezze restano pressoché invariati, 
mentre aumenta la quantità di smorzamento nei vari piani della struttura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.23: Andamento delle rigidezze  e dei coefficienti di smorzamento nei vari piani della 
struttura. 
 
In tabella 4.10 sono riportati i valori iniziali e finali dei coefficienti di smorzamento 
nella fase 2: 
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Fase 2 
Smorzamento 
nel primo 
piano 
1c  
Smorzamento 
nel secondo 
piano 
2c  
Smorzamento 
nel terzo piano 
3c  
Smorzamento 
nel quarto 
piano 
4c  
Smorzamento 
nel quinto 
piano 
5c  
 
Valori iniziali 
)/( msN ⋅  
 
6108521,1 ⋅  
 
6105417,1 ⋅  
 
6103716,1 ⋅  
 
6103163,1 ⋅  
 
6104184,1 ⋅  
 
Valori finali 
)/( msN ⋅  
 
6109280,1 ⋅  
 
6106054,1 ⋅  
 
6104301,1 ⋅  
 
6103789,1 ⋅  
 
6105910,1 ⋅  
 
Tabella 4.10: Valori iniziali e finali dei coefficienti di smorzamento per il sistema a 5gdl nella fase 2. 
 
Come atteso si evince un abbassamento dello scarto quadratico medio 
dell’accelerazione assoluta nell’ultimo piano. Infatti all’inizio della seconda fase, lo 
scarto quadratico medio dell’accelerazione dell’ultimo piano è espresso dalla relazione 
(4.3.15) qui riscritta per comodità: 
 
4.3.20)                                     422 /5682,2 smAtop =σ  
 
Alla fine della seconda fase il valore cala sensibilmente e vale: 
 
4.3.21)                                   422 _ /3818,2 smfinaleAtop =σ  
 
Tale risultato è rappresentato nella figura: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.24: Andamento dello scarto quadratico medio dell’accelerazione assoluta dell’ultimo 
piano nella fase 2. 
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Infine, l’affidabilità e la convergenza della tecnica numerica sono dimostrate attraverso 
l’andamento, in funzione del numero di iterazioni, dei rapporti di convergenza s e t: 
 
 
Figura 4.25: Andamento dei rapporti di convergenza. 
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5 
 
OTTIMIZZAZIONE DI STRUTTURE ISOLATE ALLA BASE 
 
5.1 Introduzione. 
 
L’isolamento sismico degli edifici nasce verso la fine degli anni ’80 come una tecnica 
fortemente innovativa del settore dell’ingegneria antisismica, orientata ad ottenere 
prestazioni strutturali notevolmente superiori a quelle conseguibili in costruzioni 
progettate secondo i criteri antisismici ordinari.  
Gli obiettivi dell’ingegneria sismica sono: 
• Operatività delle strutture soggette ad azione sismica; 
• Salvaguardia della vita umana; 
• Evitare il collasso strutturale. 
Le costruzioni sono molto vulnerabili quando sono sottoposte a sismi di intensità non 
trascurabile. Anche se verso la conclusione del secolo scorso sono stati compiuti 
considerevoli progressi nell’ambito dell’ingegneria sismica, gli esempi di danni 
catastrofici a strutture sottoposte a sismi violenti sono molteplici. 
Gli elementi strutturali possono essere protetti contro gli effetti di sismi violenti 
mediante l’introduzione di dispositivi di isolamento alla base che migliorano le 
prestazioni della struttura soggetta ad un sisma. 
Per isolamento sismico (sistema di controllo passivo) di un edificio si intende 
l’inserimento tra la struttura e le sue fondazioni di opportuni dispositivi molto flessibili 
orizzontalmente, anche se rigidi in direzione verticale. In tal caso il sistema di 
isolamento viene definito “isolamento alla base”. Esso consente di ridurre la 
trasmissione del moto del suolo alla struttura in elevazione disaccoppiando il moto della 
sovrastruttura da quello del terreno. L’inserimento degli isolatori consente di ottenere 
un aumento del periodo proprio di vibrare della struttura per allontanarlo dalla zona 
dello spettro di risposta con maggiori accelerazioni. 
L’utilizzo degli isolatori sismici porta, alla struttura interessata, i seguenti benefici: 
¾ La sensibile riduzione delle accelerazioni trasmesse dal sisma alla struttura, e 
quindi, minori forze sulla struttura che si lascia spostare quasi come un blocco 
 - 84 -
rigido, evitando sia il collasso degli edifici che il danneggiamento degli elementi 
strutturali; 
¾ La riduzione degli spostamenti di interpiano in quanto sotto l’azione del sisma, 
l’edificio si muove come un blocco rigido al di sopra degli isolatori, nei quali 
viene concentrata quasi tutta la deformazione. 
La maggiore peculiarità dell’isolamento alla base è la possibilità di eliminare 
completamente, o quantomeno ridurre  sensibilmente, i danni a tutte le parti strutturali e 
non strutturali degli edifici. Quest’ultimo aspetto è importantissimo per gli edifici che 
devono rimanere operativi dopo un violento terremoto quali ospedali e i centri operativi 
per la gestione delle emergenze. 
È importante notare che in un edificio isolato alla base si deve realizzare un giunto 
sismico intorno all’edificio per consentirne gli spostamenti orizzontali in quanto tutte le 
deformazioni della struttura durante l’evento sismico vengono concentrate nell’isolatore 
in modo da assorbire l’energia del sisma senza farla gravare sulla sovrastruttura. 
Bisogna però evitare di ottenere spostamenti alla base eccessivi in quanto sarebbe 
eccessivamente costoso realizzare giunti tecnici in grado di contenere tali spostamenti. 
Indicativamente un valore limite nella progettazione di sistemi di isolamento può essere 
posto pari a circa 25cm. Per ottenere un giusto compromesso tra le due esigenze di 
massima filtrazione del moto sismico e di spostamenti non eccessivi alla base della 
struttura, è opportuno contenere entro certi limiti il periodo fondamentale della struttura 
isolata, che da analisi sperimentali deve essere tra 1,5 e 3 secondi. 
Tra i tipi di isolatori si ricordano quelli elastoplastici, a scorrimento ed elastomerici. Gli 
isolatori elastoplastici sono studiati per mantenersi in campo elastico nei riguardi dei 
soli carichi verticali, mentre si plasticizzano ad una soglia prefissata di azioni 
orizzontali. Quelli a scorrimento sono apparecchi di appoggio scorrevoli che sostengono 
i carichi verticali trasmessi dalla struttura, consentendo nel contempo gli spostamenti 
orizzontali. Normalmente tali tipi di isolatori sono sempre accoppiati a dispositivi 
ausiliari (dispositivi isteretici, ammortizzatori viscosi) in modo tale da riunire in un 
unico dispositivo la duplice funzione di sostenere i carichi verticali e di dissipare 
l’energia sismica. 
Gli isolatori elastomerici armati LRB sono i dispositivi più diffusi per l’isolamento 
passivo. Sono costituiti da strati in elastomero (aventi la funzione di dissipare, 
disaccoppiare il moto e mantenere spostamenti accettabili) alternati a lamine in acciaio 
(aventi la funzione di mantenere una buona resistenza allo schiacciamento) che ne 
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rendono trascurabile la deformabilità in direzione verticale. Gli strati in elastomero 
manifestano una bassa rigidezza nei confronti degli spostamenti orizzontali. Risulta 
fondamentale conoscere i parametri che influenzano la risposta delle strutture isolate 
alla base per ottimizzare il progetto di tali tipi di strutture. 
 
5.2 Modellazione di strutture isolate alla base. 
 
Il modello matematico di una struttura isolata alla base è rappresentato da un sistema 
shear-type ad N gradi di libertà. Tra le fondazioni e la sovrastruttura sono collocati gli 
isolatori alla base  che possono avere svariate caratteristiche. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.1: Modello matematico di una struttura isolata alla base ad N gdl. 
 
Il sistema considerato ha le seguenti caratteristiche: 
¾ Durante l’azione del sisma la sovrastruttura rimane in campo elastico; 
¾ I solai sono infinitamente rigidi nel proprio piano e le masse sono concentrate in 
ogni piano; 
¾ I pilastri sono dotati di rigidezza laterale; 
¾ Il sistema è sottoposto alla singola componente orizzontale dell’azione del 
sisma; 
¾ L’interazione suolo-struttura è trascurabile. 
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L’equazione del moto per la sovrastruttura considerata è ricavata attraverso l’equilibrio 
delle forze in gioco: 
 
5.2.1)                 )gbsssssss xx(rMxKxCxM &&&&&&& +⋅−=++  
 
in cui: 
 sM  rappresenta la matrice delle masse della sovrastruttura; 
 sK  rappresenta la matrice di rigidezza della sovrastruttura; 
 sC  rappresenta la matrice di smorzamento della sovrastruttura; 
I vettori [ ]TNxxx K21=sx , [ ]TNxxx &K&&& 21=sx e [ ]TNxxx &&K&&&&&& 21=sx  
rappresentano rispettivamente gli spostamenti, le velocità e le accelerazioni relative dei 
vari piani, mentre bx&&  e gx&&  rappresentano l’accelerazione relativa della massa alla base e 
l’accelerazione al suolo. 
L’equazione del moto relativa alla massa dell’isolatore alla base soggetta ad un sisma 
risulta essere: 
 
5.2.2)                        gbbbb xmxcxkFxm &&&&& −=−−+ 1111  
 
dove  bm  e bF  rappresentano la massa  e la forza equilibrante nel sistema di isolamento. 
Tale forza dipende dal tipo di isolamento impiegato. 1k  e 1c  rappresentano la rigidezza 
e il coefficiente di smorzamento del primo piano. 
 
5.3 Modello matematico del sistema di isolamento: isolatori LRB. 
 
Come già detto in precedenza, per proteggere le strutture dagli effetti dei terremoti, si 
possono introdurre sistemi di isolamento alla base che hanno la funzione di dissipare 
l’energia trasmessa dal sisma alla sovrastruttura. In genere, i sistemi di isolamento sono 
impiegati in aggiunta ad altri dispositivi definiti smorzatori  che hanno il compito di 
aumentare la capacità smorzante della struttura.  
Gli isolatori più impiegati sono dei cuscinetti elastomerici chiamati LRB (lead-rubber-
bearings) introdotti tra la fondazione e la sovrastruttura; essi richiedono soltanto il costo 
iniziale minimo e la manutenzione rispetto ad altri tipi di isolamento. Quando si 
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introducono tali dispositivi è necessario porre molta attenzione al loro progetto e alla 
loro messa in opera in quanto potrebbero portare degli effetti negativi alla struttura. 
Infatti, gli isolatori di tipo LRB hanno una bassa rigidezza nei confronti degli 
spostamenti orizzontali e potrebbero essere interessati da spostamenti alla base troppo 
elevati tali da creare instabilità nel sistema di isolamento. Per questi motivi è necessario 
studiare i parametri dinamici che influenzano le caratteristiche di un sistema isolato. In 
particolare, si studia l’effetto combinato di isolatori di tipo LRB con smorzatori viscosi 
aggiunti in un telaio shear-type. 
Come anticipato gli isolatori LRB sono costituiti da strati alterni di gomma e acciaio 
solidarizzati mediante vulcanizzazione. Gli elastomeri che costituiscono gli isolatori 
sono composti da catene polimeriche fortemente allungabili a comportamento isteretico, 
collegate trasversalmente in modo da consentirne il recupero quasi completo della 
deformazione. Il comportamento non lineare di forza-deformazione del sistema di 
isolamento può essere modellato attraverso un ciclo di isteresi bilineare caratterizzato da 
tre parametri: la resistenza caratteristica Q normalizzata rispetto al peso totale della 
struttura W=Mg, la rigidezza del tratto post-elastico pk  e lo spostamento allo 
snervamento yD . 
 
Figura 5.2: Ciclo di isteresi di un isolatore LRB rappresentato mediante tratti lineari. 
 
I cicli forza-deformazione degli isolatori riproducono il comportamento bilineare degli 
elastomeri e sono perfettamente noti se si conosce il carico di snervamento yF  e il 
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corrispondente spostamento yD , nonché i valori limite bF   e ∆ . Di norma ∆  
corrisponde ad uno scorrimento vicino al 200%, oltre il quale il materiale subisce un 
brusco incrudimento. Il tratto incrudente non viene preso in considerazione nella 
progettazione, in quanto l’aumento di rigidezza che ne consegue porta un aggravio di 
sollecitazioni sulla sovrastruttura, in quanto le forme modali superiori al primo hanno 
un aumento di partecipazione nella risposta sismica. 
La normativa consente di adottare un modello lineare equivalente semplificato basato 
sull’adozione di una rigidezza equivalente effk  e  di un rapporto di smorzamento 
equivalente effς . 
La forza lineare sviluppata nel sistema di isolamento può essere espressa come: 
 
5.3.1)                              beffbeffb xcxkF &+=  
 
in cui effk  è la rigidezza equivalente, effeffeff Mc ως2=  è il coefficiente di smorzamento 
equivalente dell’isolatore. 
Dalle relazioni della dinamica si ricavano: 
 
5.3.2)           
eff
eff T
πω 2=    : frequenza di isolamento equivalente 
5.3.3)         effeff kMT /2π= : periodo di isolamento equivalente 
5.3.4)     ∑
=
+=
N
j
jb mmM
1
)( : massa totale della struttura isolata alla base 
 
In figura 5.2 si osserva che il ciclo di isteresi bilineare è caratterizzato da due valori di 
rigidezza: una rigidezza elastica ek  e una rigidezza post-snervamento pk  calcolate con 
le seguenti espressioni: 
 
5.3.5)                                         
y
y
e D
F
k =  
5.3.6)                                     L
r
r
p ft
AGk ⋅=  
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in cui G rappresenta il modulo elastico a taglio, rA  rappresenta la sezione trasversale 
degli strati di gomma, rt  lo spessore totale degli n strati consistenti di gomma e Lf  è un 
coefficiente pari ad 1,5. 
Il valore medio della rigidezza equivalente vale: 
 
5.3.7)                                    ∆=
b
eff
F
k  
 
Il valore della rigidezza equivalente nell’isolatore può essere ricavato anche in funzione 
della resistenza caratteristica Q attraverso la seguente relazione: 
 
5.3.8)                      ∆+=
Qkk peff        con yD>∆  
 
Nel caso in cui yD<∆  la rigidezza equivalente nell’isolatore coincide con la rigidezza 
elastica: 
 
5.3.9)                              eeff kk =  
 
La forza bF  può essere ricavata mediante la seguente espressione: 
 
5.3.10)                           ∆+= pb kQF  
 
mentre la forza allo snervamento yF  vale: 
 
5.3.11)                          ypy DkQF +=  
 
L’energia dissipata ad ogni ciclo dall’isolatore LRB è rappresentata dall’area sottesa dal 
ciclo di isteresi. Tale area viene calcolata con la seguente espressione: 
 
5.3.12)                           )(4 yDQED −∆=  
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Il valore dell’indice di smorzamento equivalente vale: 
 
5.3.13)                             22 ∆= effeff k
ED
πς  
 
Inoltre, il periodo fondamentale della struttura isolata diventa: 
 
5.3.14)                          ∑= effiso k
MT π2  
 
in cui M è la massa totale del sistema isolato, mentre effeff Kk =∑  rappresenta la 
rigidezza equivalente totale del sistema di isolamento. 
Per determinare le caratteristiche del sistema di isolamento, l’equazione del moto 
impiegata diventa: 
 
5.3.15)           g
1
beffbeffb xMxKxCxM &&&&& −=+++ ∑
=
Q
q
qq am  
 
in cui  bx  rappresenta lo spostamento relativo dell’isolatore rispetto al suolo, qm  e qa  
sono le masse e le accelerazioni relative dei gradi di libertà della sovrastruttura. effC  
rappresenta la quantità di smorzamento equivalente ricavato mediante la relazione 
seguente: 
 
5.3.16)                                effeffeff MC ως2=  
 
5.4 Generalizzazione della procedura di ottimizzazione di sistemi shear-type 
agendo simultaneamente sulla rigidezza e sullo smorzamento mediante 
l’introduzione di isolatori alla base. 
 
Nel capitolo 3 si è esaminata una procedura di ottimizzazione di sistemi shear-type che 
consente di trovare la disposizione ottimale delle rigidezze e dei coefficienti di 
smorzamento nei vari piani effettuando una ridistribuzione di tali quantità nei vari piani 
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della struttura. In questo capitolo si effettua una generalizzazione di tale procedura 
considerando l’introduzione di isolatori alla base di tipo LRB. 
Si consideri un telaio shear-type ad N gradi di libertà con smorzatori viscosi aggiunti. 
Con l’introduzione dell’isolatore alla base si passa da un sistema ad N gradi di libertà ad 
un sistema a N+1 gradi di libertà, in quanto l’isolatore viene modellato in maniera 
equivalente ad un piano della struttura. Infatti si introducono le caratteristiche 
dell’isolatore espresse nelle espressioni (5.3.7) e (5.3.16). qui riscritte per comodità: 
 
5.4.1)                           ∆=
b
eff
F
k :  rigidezza equivalente 
5.4.2)                  effeffeff MC ως2= : smorzamento equivalente 
 
Gli isolatori tipo LRB vengono introdotti tra le fondazioni e la sovrastruttura come 
illustrato in figura 4.3: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.3: Schema statico di telaio shear-type ad N gdl con smorzatori viscosi aggiunti e 
isolamento alla base. 
 
Siano: 
 [ ]Nmmm ,,, 21 K=m  le masse di piano; 
 [ ]Nkkk ,,, 21 K=k  le rigidezze di piano; 
 [ ]Nccc ,,, 21 K=c  i coefficienti di smorzamento degli smorzatori aggiunti al telaio. 
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Sia, inoltre, [ ]Nuuu ,,, 21 K=u  il vettore degli spostamenti assoluti delle masse del 
sistema. 
Introducendo gli isolatori alla base considerando una rigidezza e uno smorzamento 
equivalenti tali quantità vengono modificate nel modo seguente: 
 [ ]Nb mmmm ,,,, 21 K=m  ; 
 [ ]Neff kkkk ,,,, 21 K=k ; 
 [ ]Neff cccc ,,,, 21 K=c  ; 
 [ ]Nb uuuu ,,,, 21 K=u . 
 
L’equazione del moto del sistema isolato soggetto ad una accelerazione alla base gu&&  
assume la forma: 
 
5.4.3)                                        guMrKuuCuM &&&&& −=++  
 
in cui: 
5.4.4)             
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅⋅⋅⋅
⋅+−
⋅−+−
⋅−+
=
−
−
nn
n
eff
kk
k
kkk
kkkk
kkk
1
1
322
2211
11
000
00
0
00
K  ,     
5.4.5)                                    
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅
⋅⋅⋅⋅
⋅
⋅
=
n
b
m
m
m
00
00
00
1M , 
5.4.6)                       
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅⋅⋅⋅
⋅+−
⋅−+−
⋅−+
=
−
−
nn
n
eff
cc
c
ccc
cccc
ccc
1
1
322
2211
11
000
00
0
00
C  
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Si assumano le masse di piano [ ]Nmmm ,,, 21 K=m  come valori costanti del problema, 
mentre i coefficienti di smorzamento [ ]Nccc ,,, 21 K=c  e le rigidezze [ ]Nkkk ,,, 21 K=k  
siano le variabili di progetto soggette ad aggiornamento durante le iterazioni. 
Si indichi con ω  la frequenza circolare del sistema e siano  
{ }TNb UUU )(,),(),()( 1 ωωωω KK=U  e )(ωgU&&  le trasformate di Fourier degli 
spostamenti assoluti e dell’accelerazione alla base rispettivamente. La trasformata di 
Fourier dell’equazione (4.4.3) assume la forma: 
 
5.4.7) 
=
⎪⎪
⎪
⎭
⎪⎪
⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
⎪⎪
⎪
⎭
⎪⎪
⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅⋅
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅
−
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅⋅⋅⋅
⋅+−
⋅−+−
⋅−+
+
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅⋅⋅⋅
⋅+−
⋅−+−
⋅−+
−
−
−
−
)(
)(
)(
00
00
00
000
00
0
00
000
00
0
00
11
2
1
1
322
2211
11
1
1
322
2211
11
ω
ω
ω
ωω
N
b
N
b
nn
n
eff
nn
n
eff
U
U
U
m
m
m
cc
c
ccc
cccc
ccc
i
kk
k
kkk
kkkk
kkk
M
M
O
O
                                                                  
)(
1
1
1
00
00
00
1
ωg
N
b
U
m
m
m
&&
M
M
O
O
⎪⎪
⎪
⎭
⎪⎪
⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅⋅
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅
−=  
                                                                                                            
In forma matriciale compatta la (5.4.7) assume la forma: 
 
5.4.8)                           ( ) )()(2 ωωωω gUi &&MrUMCK −=−+  
 
in cui i  rappresenta l’unità immaginaria. 
In differente notazione la (5.4.8) si esprime nella forma seguente: 
 
5.4.9)                                           )()( ωω gU&&BAU =  
 
in cui: 
 
5.4.10)                                       [ ]M-CKA 2)( ωωω i+=  
 
rappresenta la matrice di pseudo-impedenza.  
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Le quantità su cui si interviene sono gli spostamenti di interpiano. Si calcolano, quindi, 
le trasformate di Fourier )(ωi∆  di tali quantità che sono legate alle trasformate di 
Fourier degli spostamenti assoluti dalla relazione: 
 
5.4.11)                                           
⎪⎪
⎪
⎭
⎪⎪
⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
=
⎪⎪
⎪
⎭
⎪⎪
⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
∆
∆
∆
)(
)(
)(
)(
)(
)(
11
ω
ω
ω
ω
ω
ω
N
b
N
b
U
U
U
M
M
M
M T  
 
In cui T rappresenta la matrice di trasformazione deformazioni-spostamenti.  
)(ωi∆  può essere esplicitata attraverso la relazione: 
 
5.4.12)                                )()()()( 1 ωωωω ggii UHU i &&&& ∆− ==∆ BAT  
 
Poiché l’introduzione di isolatori alla base interviene non solo sugli spostamenti di 
interpiano, ma anche sulle accelerazioni, vengono calcolate le trasformate di Fourier di 
tali quantità: 
 
5.4.13)                                  )()()( 122 ωωωωω gU&&&& BAUU −−=−=  
 
Inoltre, è possibile esprimere le trasformate di Fourier )(ωAU&&  delle accelerazioni 
assolute: 
 
5.4.14)              )()()()()()( 12 ωωωωωωω gAggA UUU &&&&&&&&&& HBA11)(UU =−=+= −  
 
Per avere validità da un punto di vista fisico si esprimono le grandezze in termini di 
risposta quadratica media. Dalla teoria delle vibrazioni random l’espressione del valore 
quadratico medio dell’i-esimo spostamento relativo assume la seguente forma: 
 
5.4.15)                 ωωωωωωωσ dSHHdSH gg iiii )()()()()(
2
2 ∗
∆
+∞
∞− ∆
−∞
∞− ∆∆ ∫∫ ==  
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in cui ( )∗  indica il complesso coniugato e )(ωgS  rappresenta la funzione densità si 
potenza spettrale dell’impulso )(tug&& . 
Il valore quadratico medio dell’accelerazione assoluta dell’i-esimo piano assume la 
forma: 
 
5.4.16)                  ωωωωωωωσ dSHHdSH gAAgAA iiii )()()()()(
2
2 ∗+∞
∞−
−∞
∞− ∫∫ ==  
 
in cui )(ω
iA
H  rappresenta l’i-esima componente del vettore )(ωAH . 
 
5.5 Progetto di ottimizzazione per un sistema discreto a N gradi di libertà. 
 
Nel caso di sistema sheat-type isolato alla base, poiché l’isolatore agisce sia sugli 
spostamenti di interpiano, sia sulle accelerazioni trasmesse alla struttura, si considera 
una funzione obiettivo che minimizzi la somma incrementata degli scarti quadratici 
medi degli spostamenti di interpiano e delle accelerazioni. La nuova funzione obiettivo 
assume quindi la forma: 
 
5.5.1)                                     ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= ∑∑
==
∆
n
i
A
n
i
ii
Dbaf
1
2
0
1
2 σσ  
 
I parametri a  e b  sono parametri di incremento della deformazione e 
dell’accelerazione. Il parametro 0D  viene introdotto per il controllo delle dimensioni 
delle deformazioni e dell’accelerazione. 
In tale sede si considera il caso in cui 1=a  e 1=b . 
Si impone, inoltre, un vincolo sulla somma delle rigidezze di piano: 
 
5.5.2)                            k
n
i
i Wk =∑
=1
                  kW : valore prestabilito 
 
Si impone un vincolo sulla somma dei coefficienti di smorzamento: 
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5.5.3)                             c
n
i
i Wc =∑
=1
                 cW : valore prestabilito 
 
Inoltre si limitano superiormente i valori delle rigidezze di piano e dei coefficienti di 
smorzamento: 
 
5.5.4)                   ii kk ≤≤0                  ),,1( ni K=  
5.5.5)                  ii cc ≤≤0                  ),,1( ni K=  
 
Poiché si tratta di un problema di minimo vincolato, è possibile ricavare la soluzione 
attraverso la stazionarietà della funzione lagrangiana rispetto ai parametri di progetto e 
ai moltiplicatori di Lagrange. La funzione in oggetto è espressa dalla relazione (3.4.6) 
qui riscritta per comodità:    
5.5.6)             ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+= ∑∑
==
n
i
cic
n
i
kikck WcWkfL
11
),,,,,,,( λλνµβαλλck  
                                                 )()0()()0(
1111
ii
n
i
ii
n
i
iii
n
i
ii
n
i
i ccckkk −+−+−+−+ ∑∑∑∑
====
νµβα  
 
Per semplificare le espressioni, le derivate parziali in funzione delle variabili di progetto 
verranno indicate come: ( ) ( ) jj k∂∂= /, , ( ) ( ) jj c∂∂= /, . 
Le condizioni di ottimizzazione sono dunque rappresentate dalle espressioni (3.5.1)-
(3.5.4)  riscritte di seguito: 
 
5.5.7)           0, =+ kjf λ     per    jj kk ≤≤0     ),,1( nj K=  
5.5.8)           0, =+ cjf λ      per    jj cc ≤≤0     ),,1( nj K=  
5.5.9)           0
1
=−∑
=
k
n
i
i Wk  
5.5.10)           0
1
=−∑
=
c
n
i
i Wc  
 
Per eliminare la dipendenza del criterio di ottimizzazione dai moltiplicatori di Lagrange 
si introducono due nuovi parametri, definiti dalle espressioni (3.6.1) e qui riportati per 
comodità: 
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5.5.11)                                         1,
1,
f
fs
i
i
+
= ,     
1,
1,
f
f
t ii
+=  
Dunque si ha una formulazione alternativa del criterio di ottimizzazione, il quale può 
esprimersi come: 
 
5.5.12)                                   1== ii ts                )1,,1( −= ni K  
 
Ricavando gli incrementi lineari dei rapporti di convergenza (5.5.11) e delle condizioni 
di vincolo (5.5.9) e (5.5.10) e combinando le suddette relazioni si ottiene il sistema 
risolvente nelle incognite jk∆  e jc∆  che rappresentano gli incrementi con cui 
aggiornare le variabili di progetto iterazione dopo iterazione fino al raggiungimento 
della condizione di ottimizzazione espressa dalla relazione (5.5.12). 
 
                               ( ) ( ) jjiijjn
j
jiji
i cffffkfffffs ∆−+∆−=∆ ++
=
++∑ 1,,1,1,,1,
1
1'1,)1('1,21, )(  
5.5.13)                    ∑
=
∆=∆
n
j
jk kW
1
 
                               ( ) ( ) jjijijn
j
j
j
j
ii cffffkffffft ∆−+∆−=∆ ++
=
++∑ 1,1,)1(,1,
1
,
1,1,
,
1,1,
2
1, )(  
                               ∑
=
∆=∆
n
j
jc cW
1
 
 
Dalla risoluzione di tale sistema lineare vengono ricavati gli incrementi che le variabili 
di progetto subiscono alla generica iterazione. A questo punto del processo di calcolo 
iterativo si aggiornano le variabili di progetto fino a quando le variabili jc  e jk  saranno 
tali da soddisfare la minimizzazione della funzione obiettivo (5.5.1), insieme alle 
condizioni di vincolo poste all’inizio, k
n
i
i Wk =∑
=1
 e c
n
i
i Wc =∑
=1
. L’ottimizzazione della 
struttura avviene mantenendo costante la rigidezza e lo smorzamento complessivo. 
I passi fondamentali dell’algoritmo sono analoghi a quelli già spiegati nel precedente 
capitolo 3. I risultati riguardano sempre la sovrastruttura in quanto, prima della 
risoluzione del sistema, viene fatta una riduzione dei gradi di libertà e si ritorna da N+1 
gradi di libertà agli N gradi di libertà che interessano la sovrastruttura. Infatti la 
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ridistribuzione dello smorzamento e della rigidezza interessa solo i piani del telaio 
shear-type, mentre la quantità di smorzamento e di rigidezza dell’isolatore sono quantità 
note e costanti durante il procedimento di calcolo iterativo. 
Il problema di ottimizzazione in esame richiede, inoltre, il calcolo delle sensitività di 
progetto di ordine superiore al primo. In particolare è necessario il calcolo delle 
sensitività del primo e del secondo ordine della funzione obiettivo. Per comodità si 
riportano di seguito le espressioni delle sensitività delle grandezze in esame. 
 
⎯ Sensitività di primo ordine dello scarto quadratico medio degli spostamenti di 
interpiano: 
 
5.5.14)           { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjgjj iiiii )()()()()()()( ,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=  
5.5.15)           { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjgjj iiiii )()()()()()()( ,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=  
 
⎯ Sensitività di primo ordine dello scarto quadratico medio delle accelerazioni: 
 
5.5.16)          { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjAAgAjAjA iiiii )()()()()()()( ,,,2 ∗+∞∞−∗+∞∞− ∫∫ +=  
5.5.17)          { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjAAgAjAjA iiiii )()()()()()()( ,,,2 ∗+∞∞−∗+∞∞− ∫∫ +=  
 
⎯ Sensitività di secondo ordine dello scarto quadratico medio degli spostamenti di 
interpiano: 
 
5.5.18) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjlgljjl iiiii )()()()()()()( ,,,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=
 { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gjlgjl iiii )()()()()()( ,, ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆ ∫∫ ++  
 
5.5.19) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjlgljjl iiiii )()()()()()()( ,,,,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=
   { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gjlgjl iiii )()()()()()( ,,,, ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆ ∫∫ ++  
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5.5.20) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjlgljlj iiiii )()()()()()()( ,,,,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=
   { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gljglj iiii )()()()()()( ,,,, ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆ ∫∫ ++  
 
5.5.21) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjlgljjl iiiii )()()()()()()( ,,,,,2 ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆∆ ∫∫ +=
    { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gjlgjl iiii )()()()()()( , ∗∆+∞∞− ∆∗∆+∞∞− ∆ ∫∫ ++  
 
⎯ Sensitività di secondo ordine dello scarto quadratico medio delle accelerazioni: 
 
5.5.22) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjAlAglAjAjlA iiiii )()()()()()()( ,,,,,2 ∗+∞∞−∗+∞∞− ∫∫ +=
   { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gjlAAgAjlA iiii )()()()()()( ,, ∗+∞∞−∗+∞∞− ∫∫ ++  
 
5.5.23) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjAlAglAjAjlA iiiii )()()()()()()( ,,,,,,2 ∗+∞∞−∗+∞∞− ∫∫ +=
    { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gjlAAgAjlA iiii )()()()()()( ,,,, ∗+∞∞−∗+∞∞− ∫∫ ++  
 
5.5.24) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjAlAglAjAljA iiiii )()()()()()()( ,,,,,,2 ∗+∞∞−∗+∞∞− ∫∫ +=
     { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gljAAgAljA iiii )()()()()()( ,,,, ∗+∞∞−∗+∞∞− ∫∫ ++  
 
5.5.25) { } { } { } { } ωωωωωωωωσ dSHHdSHH gjAlAglAjAjlA iiiii )()()()()()()( ,,,,,2 ∗+∞∞−∗+∞∞− ∫∫ +=
     { } { } ωωωωωωωω dSHHdSHH gjlAAgAjlA iiii )()()()()()( , ∗+∞∞−∗+∞∞− ∫∫ ++  
 
Nelle equazioni (5.5.14)-(5.5.25) le sensitività delle funzioni di trasferimento assumono 
le seguenti espressioni: 
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⎯ Sensitività di primo e secondo ordine delle funzioni di trasferimento degli 
spostamenti di interpiano: 
 
5.5.26)           { } BAT jijiH ,1, )()( −∆ =ω         { } BAT jijiH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
5.5.27)           { } BAT jijiH ,1, )()( −∆ =ω         { } BAT jijiH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
5.5.28)           { } BAT jlijliH ,1, )()( −∆ =ω       { } BAT jlijliH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
5.5.29)           { } BAT jlijliH ,,1,, )()( −∆ =ω        { } BAT jlijliH ,,1,, )()( ∗−∗∆ =ω  
5.5.30)           { } BAT ljiljiH ,,1,, )()( −∆ =ω        { } BAT ljiljiH ,,1,, )()( ∗−∗∆ =ω  
5.5.31)           { } BAT jlijliH ,1, )()( −∆ =ω      { } BAT jlijliH ,1, )()( ∗−∗∆ =ω  
 
⎯ Sensitività di primo e secondo ordine delle funzioni di trasferimento delle 
accelerazioni: 
 
Le sensitività delle funzioni )(ω
iAH  si possono calcolare indipendentemente dalle 
equazioni (4.5.26)-(4.5.31). Ad esempio, { } jAiH ,)(ω  e { } jlAiH ,)(ω  si possono ottenere 
attraverso le espressioni { } { } jUjA ii HH ,2, )()( ωωω −=  e  { } { } jlUjlA ii HH ,2, )()( ωωω −= , in cui 
{ })(ω
iUH  è l’i-esima componente del vettore HU(ω) = A-1B.  
 
5.5.32)       { } { } BA- 2 jjUjA ii HH ,1,2, )()()( −=−= ωωωω                                   
{ } { } BA jjUjA ii HH ,12,2, )()()( ∗−∗∗ −=−= ωωωω  
 
5.5.33)       { } { } BA- 2 jjUjA ii HH ,1,2, )()()( −=−= ωωωω                                    
{ } { } BA jjUjA ii HH ,12,2, )()()( ∗−∗∗ −=−= ωωωω  
 
5.5.34)       { } { } BA- 2 jljlUjlA ii HH ,1,2, )()()( −=−= ωωωω                                    
{ } { } BA jljlUjlA ii HH ,12,2, )()()( ∗−∗∗ −=−= ωωωω  
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5.5.35)       { } { } BA- 2 jljlUjlA ii HH ,,1,,2,, )()()( −=−= ωωωω                                    
{ } { } BA jljlUjlA ii HH ,,12,,2,, )()()( ∗−∗∗ −=−= ωωωω  
 
5.5.36)       { } { } BA- 2 ljljUljA ii HH ,,1,,2,, )()()( −=−= ωωωω                                    
{ } { } BA ljljUljA ii HH ,,12,,2,, )()()( ∗−∗∗ −=−= ωωωω  
 
5.5.37)       { } { } BA- 2 jljlUjlA ii HH ,1,2, )()()( −=−= ωωωω                                    
{ } { } BA jljlUjlA ii HH ,12,2, )()()( ∗−∗∗ −=−= ωωωω     
 
Sensitività di primo e secondo ordine della funzione obiettivo: 
 
5.5.38)                j
n
i
A
j
n
i
j
ii
Df ,
1
2
0
,
1
2, )()( ∑∑
==
∆ += σσ        jl
n
i
A
j
l
n
i
j
l ii
Df ,,
1
2
0
,
,
1
2,
, )()( ∑∑
==
∆ += σσ  
5.5.39)                j
n
i
Aj
n
i
j ii
Df ,
1
2
0,
1
2
, )()( ∑∑
==
∆ += σσ         lj
n
i
A
l
j
n
i
l
j ii
Df ,,
1
2
0
,
,
1
2,
, )()( ∑∑
==
∆ += σσ  
5.5.40)                jl
n
i
A
jl
n
i
jl
ii
Df ,
1
2
0
,
1
2, )()( ∑∑
==
∆ += σσ      jl
n
i
Ajl
n
i
jl ii
Df ,
1
2
0,
1
2
, )()( ∑∑
==
∆ += σσ  
 
5.6 Controllo degli spostamenti assoluti alla base di strutture isolate. 
 
L’isolamento alla base produce degli effetti positivi nelle strutture. In particolare, tali 
effetti riguardano la riduzione degli spostamenti di interpiano e dell’accelerazione 
assoluta. Tali vantaggi sono possibili in quanto, con l’introduzione degli isolatori, tutto 
lo spostamento viene concentrato alla base della sovrastruttura e quindi nell’isolatore. 
Bisogna porre attenzione all’entità di tale spostamento perché potrebbe raggiungere 
valori troppo elevati. Infatti, la normativa indica come valore limite dello spostamento 
alla base 25cm; valori più elevati dello spostamento creano dei problemi soprattutto per 
la realizzazione di adeguati giunti sismici. 
Per risolvere i problemi in narrativa si fa un controllo sulle ampiezze della risposta e del 
moto impresso alla base in modo da poter effettuare un progetto ottimizzato di strutture 
isolate alla base mediante isolatori di tipo LRB. 
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Si consideri il sistema isolato ad N gradi di libertà con smorzatori viscosi aggiunti 
rappresentato in figura 5.4: 
L’equazione del moto in termini di spostamenti assoluti r si può esprimere nella 
seguente forma: 
 
5.6.1)                                        fKrrCrM =++ &&&  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.4: Modello discreto di una struttura isolata. 
 
La matrice di massa M, quella di rigidezza K, e quella di smorzamento C assumono la 
forma delle (5.4.4)-(5.4.6) qui riscritte per comodità: 
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Il vettore degli spostamenti assoluti assume la seguente forma: 
 
5.6.5)                                          ( )Tnb qqqu ,,,, 21 KK=r  
 
mentre f rappresenta il vettore delle forze indotte dal sisma e viene espresso nella 
forma: 
5.6.6)                                        ( )Tbb sksc 0,,0,0, KK& +=f  
 
In un sistema isolato si verifica una amplificazione degli spostamenti alla base. Si 
considera trascurabile la deformazione della sovrastruttura che viene considerata come 
un corpo rigido. 
Se il supporto (isolatore) è eccitato con una forzante armonica, la risposta è anch’essa 
armonica; il rapporto dell’ ampiezza dello spostamento della struttura rispetto 
all’ampiezza dello spostamento applicato al suolo è la trasmissibilità che si può 
esprimere mediante la relazione: 
 
5.6.7)                                       222
2
)2()1(
)2(1
rr
rTR ς
ς
+−
+=  
 
in cui r è il rapporto di frequenza e ς  è il fattore di smorzamento, espressi dalle 
relazioni: 
 
5.6.8)                           
mk
r ω=                   
km
c
2
=ς  
 
La trasmissibilità può essere graficata in funzione dello smorzamento e del rapporto di 
frequenza: 
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Figura 5.5: Trasmissibilità. 
 
Si può controllare lo spostamento alla base imponendo che l’ampiezza in output sia 
inferiore all’ampiezza in input. Matematicamente tale condizione si può esprimere 
attraverso la seguente relazione: 
 
5.6.9)                                     1<T     oppure    2>r  
 
In questo modo, il modulo della forza trasmessa alla fondazione risulta inferiore al 
modulo della forzante. Quindi bisogna scegliere un isolatore che abbia k e ς  in modo 
tale che la trasmissibilità TR sia minima. Per valori piccoli di frequenza naturale del 
sistema Nω  e di smorzamento ς  la trasmissibilità è piccola. Bisogna però porre 
attenzione a non scegliere valori troppo piccoli in quanto si potrebbero avere ampiezze 
molto elevate passando in prossimità della risonanza. 
 
In realtà i processi non sono stazionari, ma gli input hanno un contenuto in frequenza a 
banda stretta. Tale assunzione si basa sul fatto che la funzione densità di potenza 
spettrale (PSDF) ha componenti dominanti su un range ristretto di frequenze. 
Considerando un modello semplificato e un input sismico semplificato si ricava una 
soluzione del problema in narrativa verificando la condizione (5.6.9) in un range 
ristretto di frequenza. 
Per soddisfare la relazione (5.6.9) si impone la seguente condizione: 
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5.6.10)                                     2
)(
37,0 ≥+∑mMkb  
 
Se la (5.6.10) viene verificata si possono ottenere spostamenti alla base ridotti del 50% 
con frequenze naturali intorno a 0,26 rad/s. Tale valore di frequenza naturale però 
risulta più basso del limite di 1,2 rad/s convenzionalmente adottato in strutture isolate. 
Per tale motivo si modifica la relazione  (5.6.10) con la seguente: 
 
5.6.11)                                   ς
ς
2
181
)(
37,0 2 −+=≥+∑ cb rmMk  
 
Per quanto riguarda l’indice di smorzamento si richiede che esso sia abbastanza elevato 
per allontanare la struttura dalla zona di risonanza e per progettare sistemi di isolamento 
che presentano frequenze naturali abbastanza elevate.  
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6 
 
APPLICAZIONE NUMERICA DELLA PROCEDURA DI 
OTTIMIZZAZIONE DI STRUTTURE ISOLATE ALLA BASE. 
 
6.1 Introduzione. 
 
Nel capitolo 5 è stato affrontato il problema dell’ottimizzazione di strutture isolate alla 
base.  
L’introduzione di sistemi di isolamento consente di disaccoppiare il moto della struttura 
da quello del terreno comportando una sostanziale diminuzione delle azioni che 
agiscono sulla struttura stessa. In particolare, l’introduzione di sistemi di isolamento 
passivo quali i cuscinetti elastomerici chiamati LRB (lead-rubber-bearings) porta alla 
struttura una diminuzione dell’accelerazione trasmessa dal sisma e una riduzione degli 
spostamenti di interpiano. In tal modo la struttura si comporta come un blocco rigido al 
di sopra degli isolatori. 
Per effettuare l’ottimizzazione di strutture isolate viene considerato un sistema shear-
type dotato di isolatori di tipo LRB. La quantità mantenuta sotto controllo è 
rappresentata dalla somma degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano e 
delle accelerazioni. 
Le variabili di progetto risultano essere le rigidezze e i coefficienti di smorzamento, 
mentre le masse sono considerate quantità note e costanti durante tutto il procedimento 
di calcolo iterativo. 
Come già espresso nel capitolo 5, la procedura di ottimizzazione pone un vincolo sulla 
quantità totale di rigidezza e di smorzamento; inoltre, nei vari piani, la quantità di 
rigidezza e di smorzamento non può superare un limite superiore imposto all’inizio 
della procedura di calcolo. 
Con l’introduzione dell’isolatore alla base si passa da un sistema ad N gradi di libertà ad 
un sistema a N+1 gradi di libertà, in quanto l’isolatore viene modellato in maniera 
equivalente ad un piano della struttura. L’isolatore viene modellato con un modello 
lineare equivalente semplificato basato sull’adozione di una rigidezza equivalente effk  e  
di un rapporto di smorzamento equivalente effς  espressi dalle relazioni (5.4.1) e (5.4.2). 
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In questo capitolo si applica la procedura di calcolo per il sistema a 3 e a 5 gradi di 
libertà, mediante l’ausilio di un programma di calcolo in linguaggio Matlab. 
Il criterio di ottimizzazione impiegato è quello espresso nel paragrafo (5.5). Alla fine 
della procedura di ottimizzazione si ottiene una ridistribuzione ottimale della rigidezza e 
dei coefficienti di smorzamento nei vari piani della struttura in modo da soddisfare il 
criterio di ottimizzazione espresso nella relazione (5.5.12). 
L’algoritmo parte definendo le matrici di massa M , di rigidezza K  e di smorzamento 
C  del sistema ad n+1  gradi di libertà mediante le (5.4.4), (5.4.5), (5.4.6) noti i valori 
delle masse, delle rigidezze e dei coefficienti di smorzamento della struttura  e 
dell’isolatore che sono valori di input del programma di calcolo. In tali matrici si 
considera anche il contributo dell’isolatore. Nel passo successivo l’algoritmo calcola, 
attraverso i procedimenti dell’analisi modale riportati nell’Appendice, gli autovalori iΩ  
e gli autovettori iV  del corrispondente sistema non smorzato. 
Attraverso la relazione (5.4.10) si definisce la matrice di pseudo-impendenza A e 
attraverso la relazione (5.4.12)  vengono calcolati gli spostamenti di interpiano. 
Attraverso le relazioni (5.4.15) e (5.4.16) vengono calcolati gli scarti quadratici medi 
degli spostamenti di interpiano e dell’accelerazione; tali quantità sono necessarie per 
effettuare il calcolo della funzione obiettivo. 
 In seguito vengono calcolate le sensitività di primo e secondo ordine rispetto alle 
variabili di progetto jc  e jk  di tutte le quantità coinvolte nella procedura di 
ottimizzazione come riportato nel capitolo 5. 
Si definisce la funzione obiettivo mediante la relazione (5.5.1). 
Per eliminare la dipendenza del criterio di ottimizzazione dai moltiplicatori di Lagrange 
si introducono i rapporti di convergenza 1,
1,
f
fs
i
i
+
=  e  
1,
1,
f
f
t ii
+= . 
Vengono ricavati gli incrementi is∆  e it∆ ; mediante la risoluzione del sistema lineare 
(5.5.13) è possibile ricavare gli incrementi delle variabili di progetto jc∆  e jk∆ .  
Le iterazioni proseguono fino al soddisfacimento delle condizioni di ottimizzazione; ad 
ogni iterazione viene effettuato il controllo della convergenza dei rapporti 1== ii ts . 
Quando il controllo della convergenza dei rapporti di convergenza non è soddisfatto si 
ritorna indietro nell’algoritmo e si riparte dalla definizione delle matrici di pseudo-
impedenza e di pseudo-recettanza. Quando 1== ii ts ,  si raggiunge l’ottimizzazione 
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delle rigidezze jk  e dei coefficienti di smorzamento jc . Prima di effettuare la 
ridistribuzione delle rigidezze e dei coefficienti di smorzamento, la procedura di calcolo 
effettua una riduzione dei gradi di libertà eliminando quelle variabili che sono legate 
all’isolatore. In tal modo si considera l’ottimizzazione delle quantità di progetto solo 
sulla sovrastruttura. 
 
6.2  Risultati numerici per il sistema a 3 gradi di libertà. 
 
Si consideri un telaio shear-type a 3 gradi di libertà isolato alla base, con distribuzione 
uniforme dei coefficienti di smorzamento e delle rigidezze nei vari piani, come indicato 
in figura 6.1: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.1: Sistema shear-type a tre gradi di libertà isolato alla base. 
 
Siano: 
 
6.2.1)                                     Kgmmm 3321 1032 ⋅===            
 
i valori delle masse di piano;  
La quantità totale di rigidezza e smorzamento è mantenuta costante durante la procedura 
di calcolo e risulta essere pari a: 
 
6.2.2)                        mNWk /1092,16
7
0 ⋅=                    
6.2.3)                       msNWc /1075,3
6
0 ⋅⋅=  
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All’inizio della procedura di ottimizzazione le rigidezze e i coefficienti di smorzamento 
del sistema sono distribuiti in maniera uniforme nei piani e assumono il valore: 
 
6.2.4)                                mNkkk
n
Wk k /1064,5 73210 ⋅=====
)
             
6.2.5)                              msNccc
n
Wc c /1025,1ˆ 63210 ⋅⋅=====             
  
in cui n rappresenta il numero di gradi di libertà della struttura. 
Si introducono le caratteristiche dell’isolatore; affinché l’isolamento alla base risulti 
efficace nella riduzione degli spostamenti di interpiano e delle accelerazioni della 
sovrastruttura, è necessario che il periodo dell’isolatore sia molto più elevato del 
periodo fondamentale della sovrastruttura. 
Il periodo fondamentale della struttura non smorzata risulta pari: 
 
6.2.6)                                            sec34,0=turaSovrastrutT  
 
Il periodo dell’isolatore vale: 
 
6.2.7)                                                   sec2=isoT  
 
Il coefficiente di smorzamento dell’isolatore vale: 
 
6.2.8)                                                  %10=isoς  
 
Dalle relazioni della dinamica si ricavano tutte le quantità dell’isolatore. Innanzitutto si 
pone la massa del sistema di isolamento pari a quella di un qualsiasi piano della 
sovrastruttura; si riporta di seguito il valore: 
 
6.2.9)                                             kgmb
31032 ⋅=  
 
A questo punto viene risolta la procedura di ottimizzazione di sistemi shear-type agendo 
simultaneamente sulla rigidezza e sullo smorzamento, considerando la struttura non più 
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caratterizzata da 3 piani, bensì da 4 piani, di cui uno rappresenta l’isolatore alla base. 
Viene modificata la funzione obiettivo che, in questo caso, è rappresentata dalla somma 
degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano e delle accelerazioni: 
 
6.2.10)                                ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= ∑∑
==
∆
n
i
A
n
i
ii
Dbaf
1
2
0
1
2 σσ  
 
Nella (6.2.10)  a=b=1 e 5,00 =D . 
Al termine della procedura di ottimizzazione si otterrà una ridistribuzione delle 
rigidezze e dei coefficienti di smorzamento nei vari piani del sistema in modo da 
verificare la condizione di ottimizzazione espressa dalla relazione (5.5.12); in altre 
parole, il processo di calcolo verrà ripetuto fino a quando risulterà minimizzata la 
funzione obiettivo espressa dalla (6.2.10). Si noti che la ridistribuzione delle variabili di 
progetto avviene soltanto nei piani della sovrastruttura, mentre le quantità che 
interessano l’isolatore alla base rimangono quantità note e costanti durante tutto il 
procedimento di calcolo iterativo. 
Per verificare la convergenza dell’algoritmo è utile riportare i valori dei rapporti di 
convergenza 1,
1,
f
fs
i
i
+
=  e  
1,
1,
f
f
t ii
+=   all’inizio e alla fine della procedura di 
ottimizzazione: 
 
6.2.11)              [ ]1118,04463,0=inizialis          ⇒           rapporti di convergenza iniziali 
6.2.12)                         [ ]11=finalis                   ⇒           rapporti di convergenza finali  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.2: Convergenza dei rapporti s. 
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6.2.13)              [ ]1137,04509,0=inizialit          ⇒           rapporti di convergenza iniziali 
6.2.14)                          [ ]11=finalit                  ⇒           rapporti di convergenza finali  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.3: Convergenza dei rapporti t. 
 
Come si può notare dalle espressioni (6.2.12) e (6.2.14), al termine del processo di 
ottimizzazione, la procedura di calcolo per il sistema isolato a tre gradi di libertà è stata 
efficace; infatti, i valori dei rapporti di convergenza risultano essere unitari. 
Al termine della procedura di ottimizzazione si avrà la seguente distribuzione delle 
rigidezze nei piani: 
    
 Rigidezza nel primo 
piano 
1k  
Rigidezza nel secondo 
piano 
2k  
Rigidezza nel terzo 
piano  
3k  
 
Valori iniziali 
 )/( mN  
 
71064,5 ⋅  
 
71064,5 ⋅  
 
71064,5 ⋅  
 
Valori finali 
)/( mN  
 
7104034,8 ⋅  
 
7106528,5 ⋅  
 
7108638,2 ⋅  
 
Tabella 6.1: Valori iniziali e finali delle rigidezze per il sistema isolato a 3gdl. 
 
Come si può notare dalla tabella 6.1, al termine della procedura di ottimizzazione si ha 
un aumento della rigidezza nei piani più bassi che risultano quelli più sollecitati; 
conseguentemente si ha una diminuzione crescente della rigidezza nell’ultimo piano. 
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Figura 6.4: Disposizione delle rigidezze prima e dopo la procedura di ottimizzazione per il sistema 
isolato a 3gdl. 
 
L’andamento delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione è 
rappresentato in figura 6.5: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.5: Distribuzione delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione. 
 
In analogia al caso senza isolatore alla base è possibile effettuare il calcolo delle 
dimensioni dei pilastri all’inizio e alla fine della procedura di ottimizzazione. Prima 
dell’ottimizzazione, essendo le rigidezze uniformemente distribuite nei piani, le 
dimensioni dei pilastri saranno tutte uguali. Si avranno dei pilastri di dimensioni 45x45 
cm. Al termine della procedura di ottimizzazione, le rigidezze non sono più distribuite 
in maniera uniforme nei piani e, dunque, si ottiene una variazione delle dimensioni dei 
pilastri nei vari piani: 
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Sistema a 3 gdl Piano 1 Piano 2 Piano 3 
Rigidezze di piano 
)/( mNki  
 
7104034,8 ⋅  
 
7106528,5 ⋅  
 
7108638,2 ⋅  
Sezioni dei pilastri 
)(cm  
 
5050×  
 
4545×  
 
4040×  
 
Tabella 6.2: Rigidezze e sezioni di piano per il sistema isolato a 3gdl ottimizzato. 
 
Analogamente alle rigidezze, al termine della procedura di ottimizzazione, anche i 
coefficienti di smorzamento subiscono una ridistribuzione nei vari piani dell’edificio: 
 
 Smorzamento nel primo 
piano 
1c  
Smorzamento nel 
secondo piano 
2c  
Smorzamento nel terzo 
piano  
3c  
 
Valori iniziali 
)/( msN ⋅  
 
61025,1 ⋅  
 
61025,1 ⋅  
 
61025,1 ⋅  
 
Valori finali 
)/( msN ⋅  
 
6108685,1 ⋅  
 
6102443,1 ⋅  
 
6106372,0 ⋅  
  
Tabella 6.3: Valori iniziali e finali dei coefficienti di smorzamento per il sistema isolato a 3gdl. 
 
Come è lecito aspettarsi, gli smorzatori sono stati concentrati nei piani inferiori (primo 
piano), in quanto, i piani che risentono maggiormente dell’eccitazione impressa alla 
base della struttura sono proprio quelli più bassi. La quantità complessiva di 
smorzamento, pur rimanendo costante, è stata distribuita in modo conveniente nei piani 
della struttura. 
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Figura 6.6: Disposizione dei coefficienti di smorzamento prima e dopo la procedura di 
ottimizzazione per il sistema isolato a 3gdl. 
 
L’andamento dei coefficienti di smorzamento nei piani della struttura al termine della 
procedura di ottimizzazione è rappresentato in figura 6.7: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.7: Distribuzione dei coefficienti di smorzamento al termine della procedura di 
ottimizzazione. 
 
Le quantità di rigidezza e di smorzamento nell’isolatore alla base rimangono costanti 
durante tutta la procedura numerica e assumono i seguenti valori: 
 
6.2.15)                                      7101263,0 ⋅=effk  
 
6.2.16)                                     6100804,0 ⋅=effc  
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È possibile verificare l’efficacia della procedura di ottimizzazione rappresentando 
l’andamento della funzione obiettivo. Per effettuare l’ottimizzazione della struttura si 
richiede la minimizzazione della funzione obiettivo, la quale rappresenta la somma 
degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano e delle accelerazioni. Si 
riportano i risultati in figura 6.8: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.8: Funzione obiettivo del sistema isolato a 3gdl. 
 
Come si può osservare dalla figura 6.8 la funzione obiettivo è stata minimizzata. Infatti 
si ha: 
 
6.2.17)                                   9542,0=inizialefob  
6.2.18)                                   9441,0=finalefob  
 
Minimizzando la funzione obiettivo si ha una riduzione della deformata della struttura 
che risulta, quindi, meno sollecitata. 
Per verificare l’efficacia del sistema di isolamento si effettuano alcuni confronti sulle 
grandezze coinvolte nella procedura di ottimizzazione nel caso con isolatore alla base e 
nel caso senza isolatore alla base. 
Innanzitutto si può osservare un calo della funzione obiettivo rispetto al caso di sistema 
non isolato, in quanto si osserva una riduzione della deformata. Si riporta il valore della 
funzione obiettivo alla fine della procedura di ottimizzazione nel caso non isolato: 
 
6.2.19)                                             5969.2=NonIsolatofob  
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Per verificare l’efficacia dell’isolamento alla base si effettua un confronto sugli scarti 
quadratici medi degli spostamenti di interpiano. Si riportano di seguito gli andamenti 
delle quantità in oggetto per il caso di sistema non isolato e per il caso di sistema dotato 
di dispositivi di isolamento sismico alla base: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.9: Andamento degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano per sistema 
isolato e non a 3gdl. 
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Come si può osservare dalla figura 6.9, nel caso di sistema isolato si ha una forte 
riduzione degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano. Ciò comporta una 
sostanziale riduzione della deformata della struttura che si comporta come un corpo 
rigido al di sopra dell’isolatore. 
Come già detto nel capitolo 5, bisogna porre attenzione allo spostamento alla base nel 
caso di sistemi isolati. Infatti per tali sistemi, da un lato si ha una forte riduzione degli 
spostamenti di interpiano della sovrastruttura, ma dall’altro lato tutte le deformazioni si 
concentrano nell’isolatore. Quest’ultimo aspetto potrebbe causare dei problemi per 
quanto riguarda la costruzione di adeguati giunti sismici. Per questo motivo è necessario 
mantenere sotto controllo lo spostamento alla base evitando che esso superi i 25cm.  
Per effettuare i controlli in narrativa è stata effettuata un’analisi nel dominio del tempo 
della struttura sottoponendola al sisma di El Centro e al sisma di Northridge. Inoltre è 
stato effettuato un confronto tra il sistema ottimizzato non isolato e il sistema 
ottimizzato dotato di isolamento per verificare il corretto comportamento dell’isolatore. 
Si riportano gli andamenti degli spostamenti e delle accelerazioni assolute e, inoltre, 
l’andamento degli spostamenti di interpiano: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Figura 6.10: Spostamenti assoluti per il sistema a 3 GDL sotto il sisma di El Centro. 
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Figura 6.11: Accelerazioni assolute per il sistema a 3 GDL sotto il sisma di El Centro. 
 
Come è lecito aspettarsi, nel caso degli spostamenti assoluti, questi sono praticamente 
tutti uguali allo spostamento dell’isolatore alla base. Si può affermare, quindi, che la 
sovrastruttura si sposta come un corpo rigido al di sopra dell’isolatore. Per quanto 
riguarda le accelerazioni assolute si nota una riduzione nel sistema isolato rispetto a 
quello non isolato. 
L’andamento dello spostamento dell’isolatore rispetto al terreno è riportato in figura 
6.12: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.12: Spostamento dell’isolatore alla base sotto il sisma di El Centro. 
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Nel sistema isolato è possibile verificare la sostanziale riduzione degli spostamenti e 
delle accelerazioni di interpiano rispetto al sistema senza isolatore alla base: 
 
 
Spostamenti assoluti 
(cm) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato  
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
 
 Isolatore 
 
--- 
 
8652,14  
 
  Primo Piano 
 
4425,0  
 
0352,15  
 
Secondo Piano 
 
 
8369,0  
 
2049,15  
 
Terzo Piano 
 
 
2401,1  
 
3740,15  
 
Tabella 6.4: Spostamenti assoluti per il sistema a 3gdl soggetto al sisma di El Centro. 
 
 
Spostamenti relativi 
(cm) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato 
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
Riduzione Percentuale 
degli spostamenti di 
interpiano 
 
  Isolatore  
 
--- 
 
8652,14  
 
--- 
 
Primo Piano 
 
4425,0  
 
1700,0  
 
%61  
 
Secondo Piano 
 
 
3944,0  
 
1697,0  
 
%57  
 
Terzo Piano 
 
 
4031,0  
 
1691,0  
 
%58  
 
Tabella 6.5: Spostamenti di interpiano e riduzione percentuale per il sistema a 3gdl soggetto al 
sisma di El Centro. 
 
Come si può osservare dalle tabelle 6.4 e 6.5 le deformazioni si concentrano 
nell’isolatore alla base che raggiunge uno spostamento massimo di 14,8652 cm. Tale 
valore è inferiore al limite dei 25cm. 
Per quanto riguarda gli spostamenti di interpiano si osserva, per il sistema isolato, una 
riduzione superiore al 50% rispetto al caso di struttura non isolata. 
Si riportano di seguito gli andamenti degli spostamenti di interpiano: 
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Figura 6.13: Spostamenti relativi per il sistema a 3 GDL sotto il sisma di El Centro. 
 
È possibile controllare anche la riduzione delle accelerazioni assolute e di interpiano: 
 
 
Accelerazioni assolute 
(cm/sec2) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato  
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
 
 Isolatore 
 
--- 
 
2778,353  
 
  Primo Piano 
 
4264,341  
 
7652,357  
 
Secondo Piano 
 
 
3391,559  
 
3886,362  
 
Terzo Piano 
 
 
8489,652  
 
1539,367  
 
Tabella 6.6: Accelerazioni assolute per il sistema a 3gdl soggetto al sisma di El Centro. 
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Accelerazioni relative 
(cm/sec2) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato 
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
Riduzione Percentuale 
delle accelerazioni 
relative 
 
  Isolatore  
 
--- 
 
2778,353  
 
--- 
 
Primo Piano 
 
4264,341  
 
4874,4  
 
%98  
 
Secondo Piano 
 
 
9127,217  
 
6234,4  
 
%98  
 
Terzo Piano 
 
 
5097,93  
 
7653,4  
 
%95  
 
Tabella 6.7: Accelerazioni relative e riduzione percentuale per il sistema a 3gdl soggetto al sisma di 
El Centro. 
 
Si riportano gli andamenti delle accelerazioni relative per il sistema isolato e non 
isolato: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.14: Accelerazioni relative per il sistema a 3 GDL  sotto il sisma di El Centro. 
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L’analisi nel dominio del tempo è stata effettuata anche per il sisma di Northridge. 
Anche in questo caso l’isolamento alla base è risultato efficace, comportando una 
sostanziale riduzione delle accelerazioni e degli spostamenti di interpiano nel sistema 
isolato rispetto al corrispondente sistema privo di isolatori. Si riportano di seguito i 
valori degli spostamenti e delle accelerazioni e le corrispondenti riduzioni percentuali: 
 
 
Spostamenti assoluti 
(cm) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato  
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
 
 Isolatore 
 
--- 
 
8496,3  
 
  Primo Piano 
 
1532,0  
 
8944,3  
 
Secondo Piano 
 
 
2985,0  
 
9396,3  
 
Terzo Piano 
 
 
4396,0  
 
9848,3  
 
Tabella 6.8: Spostamenti assoluti per il sistema a 3gdl soggetto al sisma di Northridge. 
 
 
Spostamenti relativi 
(cm) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato 
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
Riduzione Percentuale 
degli spostamenti di 
interpiano 
 
  Isolatore  
 
--- 
 
8496,3  
 
--- 
 
Primo Piano 
 
1532,0  
 
0449,0  
 
%71  
 
Secondo Piano 
 
 
1453,0  
 
0451,0  
 
%69  
 
Terzo Piano 
 
 
1410,0  
 
0452,0  
 
%68  
 
Tabella 6.9: Spostamenti di interpiano e riduzione percentuale per il sistema a 3gdl soggetto al 
sisma di Northridge. 
 
Si noti che anche nel caso del sisma di Northridge si ottiene una elevata riduzione degli 
spostamenti di interpiano rispetto al caso non isolato. 
Per quanto riguarda le accelerazioni, si sono ottenuti i seguenti risultati: 
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Accelerazioni assolute 
(cm/sec2) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato  
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
 
 Isolatore 
 
--- 
 
2557,107  
 
  Primo Piano 
 
4594,61  
 
1342,109  
 
Secondo Piano 
 
 
8602,108  
 
6379,110  
 
Terzo Piano 
 
 
2210,137  
 
9800,111  
 
Tabella 6.10: Accelerazioni assolute per il sistema a 3gdl soggetto al sisma di Northridge. 
 
 
Accelerazioni relative 
(cm/sec2) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato 
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
Riduzione Percentuale 
delle accelerazioni 
relative 
 
  Isolatore  
 
--- 
 
2557,107  
 
--- 
 
Primo Piano 
 
4594,61  
 
8785,1  
 
%97  
 
Secondo Piano 
 
 
4008,47  
 
5037,1  
 
%97  
 
Terzo Piano 
 
 
3608,28  
 
3421,1  
 
%95  
 
Tabella 6.11: Accelerazioni relative e riduzione percentuale per il sistema a 3gdl soggetto al sisma 
di Northridge. 
 
 
6.3 Risultati numerici per il sistema a 5 gradi di libertà. 
 
Si consideri un telaio shear-type a 5 gradi di libertà isolato alla base, con distribuzione 
uniforme dei coefficienti di smorzamento e delle rigidezze nei vari piani, come indicato 
in figura 6.15: 
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Figura 6.15: Sistema shear-type a cinque gradi di libertà isolato alla base. 
 
Siano: 
 
6.3.1)                   Kgmmmmm 354321 1032 ⋅=====            
 
i valori delle masse di piano;  
La quantità totale di rigidezza e smorzamento è mantenuta costante durante la procedura 
di calcolo e risulta essere pari a:                                  
                              
6.3.2)                          mNWk /1038,3
8
0 ⋅=           
6.3.3)                        msNWc /1050,7
6
0 ⋅⋅=  
 
All’inizio della procedura di ottimizzazione le rigidezze e i coefficienti di smorzamento 
del sistema sono distribuiti in maniera uniforme nei piani e assumono il valore: 
 
6.3.4)     mNkkkkk
n
Wk k /1076,6 7543210 ⋅=======
)
  
6.3.5)      msNccccc
n
Wc c /105,1ˆ 6543210 ⋅⋅=======  
  
in cui n rappresenta il numero di gradi di libertà della struttura. 
Si introducono le caratteristiche dell’isolatore; affinché l’isolamento alla base risulti 
efficace nella riduzione degli spostamenti di interpiano e delle accelerazioni della 
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sovrastruttura, è necessario che il periodo dell’isolatore sia molto più elevato del 
periodo fondamentale della sovrastruttura. 
Il periodo fondamentale della struttura non smorzata risulta pari: 
 
6.3.6)                                             sec4803,0=turaSovrastrutT  
 
Il periodo dell’isolatore vale: 
 
6.3.7)                                                sec2=isoT  
 
Il coefficiente di smorzamento dell’isolatore vale: 
 
6.3.8)                                                %10=isoς  
 
Dalle relazioni della dinamica si ricavano tutte le quantità dell’isolatore. Innanzitutto si 
pone la massa del sistema di isolamento pari a quella di un qualsiasi piano della 
sovrastruttura; si riporta di seguito il valore: 
 
6.3.9)                                             kgmb
31032 ⋅=  
 
A questo punto viene risolta la procedura di ottimizzazione di sistemi shear-type agendo 
simultaneamente sulla rigidezza e sullo smorzamento, considerando la struttura non più 
caratterizzata da 5 piani, bensì da 6 piani, di cui uno rappresenta l’isolatore alla base. 
Viene modificata la funzione obiettivo che, in questo caso, è rappresentata dalla somma 
degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano e delle accelerazioni: 
 
6.3.10)                                   ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= ∑∑
==
∆
n
i
A
n
i
ii
Dbaf
1
2
0
1
2 σσ  
 
Nella (6.3.10)  a=b=1 e 5,00 =D . 
Al termine della procedura di ottimizzazione si otterrà una ridistribuzione delle 
rigidezze e dei coefficienti di smorzamento nei vari piani del sistema in modo da 
verificare la condizione di ottimizzazione espressa dalla relazione (5.5.12); in altre 
 - 127 -
parole, il processo di calcolo verrà ripetuto fino a quando risulterà minimizzata la 
funzione obiettivo espressa dalla (6.3.10). Si noti che la ridistribuzione delle variabili di 
progetto avviene soltanto nei piani della sovrastruttura, mentre le quantità che 
interessano l’isolatore alla base rimangono quantità note e costanti durante tutto il 
procedimento di calcolo iterativo. 
Per verificare la convergenza dell’algoritmo è utile riportare i valori dei rapporti di 
convergenza 1,
1,
f
fs
i
i
+
=  e  
1,
1,
f
f
t ii
+=   all’inizio e alla fine della procedura di 
ottimizzazione:                                        
                                                                                                           
6.3.11)                    [ ]0405,01618,03635,06439,0=inizialis  
                                                               ⇓  
                                        rapporti di convergenza iniziali 
 
6.3.12)                                  [ ]1111=finalis  
                                                           ⇓  
                                       rapporti di convergenza finali 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
Figura 6.16: Convergenza dei rapporti s. 
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6.3.14)                                          [ ]1111=finalit            
                                                                   ⇓           
                                              rapporti di convergenza finali  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.17: Convergenza dei rapporti t. 
 
Come si può notare dalle espressioni (6.3.12) e (6.3.14), al termine del processo di 
ottimizzazione, la procedura di calcolo per il sistema isolato a cinque gradi di libertà è 
stata efficace; infatti, i valori dei rapporti di convergenza risultano essere unitari. 
Al termine della procedura di ottimizzazione si avrà la seguente distribuzione delle 
rigidezze nei piani: 
    
 
 
Rigidezza nel 
primo piano 
1k  
Rigidezza nel 
secondo piano 
2k  
Rigidezza nel 
terzo piano  
3k  
Rigidezza nel 
quarto piano 
4k  
Rigidezza nel 
quinto piano 
5k  
 
Valori iniziali 
)/( mN  
 
71067,6 ⋅  
 
71067,6 ⋅  
 
71067,6 ⋅  
 
71067,6 ⋅  
 
71067,6 ⋅  
 
Valori finali 
)/( mN  
 
8101103,1 ⋅  
 
8108965,0 ⋅  
 
8106795,0 ⋅  
 
8104589,0 ⋅  
 
8102348,0 ⋅  
 
Tabella 6.12: Valori iniziali e finali delle rigidezze per il sistema isolato a 5gdl. 
 
Come si può notare dalla tabella 6.12, al termine della procedura di ottimizzazione si ha 
un aumento della rigidezza nei piani più bassi che risultano quelli più sollecitati; 
conseguentemente si ha una diminuzione crescente delle rigidezze nei piani più alti. 
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Figura 6.18: Disposizione delle rigidezze prima e dopo la procedura di ottimizzazione per il sistema 
isolato a 5gdl. 
 
L’andamento delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione è 
rappresentato in figura 6.19: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.19: Distribuzione delle rigidezze di piano al termine della procedura di ottimizzazione. 
 
In analogia al caso senza isolatore alla base è possibile effettuare il calcolo delle 
dimensioni dei pilastri all’inizio e alla fine della procedura di ottimizzazione. Prima 
dell’ottimizzazione, essendo le rigidezze uniformemente distribuite nei piani, le 
dimensioni dei pilastri saranno tutte uguali. Si avranno dei pilastri di dimensioni 50x50 
cm. Al termine della procedura di ottimizzazione, le rigidezze non sono più distribuite 
in maniera uniforme nei piani e, dunque, si ottiene una variazione delle dimensioni dei 
pilastri nei vari piani: 
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Sistema a 5gdl Piano 1 Piano 2 Piano 3 Piano 4 Piano 5 
 
Rigidezze di 
piano 
)/( mNki  
 
8101103,1 ⋅  
 
8108965,0 ⋅  
 
8106795,0 ⋅  
 
8104589,0 ⋅  
 
8102348,0 ⋅  
Sezioni dei 
pilastri 
)(cm  
 
5555×  
 
5555×  
 
5050×  
 
4545×  
 
4040×  
 
Tabella 6.13: Rigidezze e sezioni di piano per il sistema isolato a 5gdl ottimizzato. 
 
Analogamente alle rigidezze, al termine della procedura di ottimizzazione, anche i 
coefficienti di smorzamento subiscono una ridistribuzione nei vari piani dell’edificio: 
 
 
 
 
Smorzamento 
nel primo 
piano 
1c  
Smorzamento 
nel secondo 
piano 
2c  
Smorzamento 
nel terzo piano 
3c  
Smorzamento 
nel quarto 
piano 
4c  
Smorzamento 
nel quinto 
piano 
5c  
 
Valori iniziali 
)/( msN ⋅  
 
6105,1 ⋅  
 
6105,1 ⋅  
 
6105,1 ⋅  
 
6105,1 ⋅  
 
6105,1 ⋅  
 
Valori finali 
)/( msN ⋅  
 
6104931,2 ⋅  
 
6109889,1 ⋅  
 
6104889,1 ⋅  
 
6100004,1 ⋅  
 
6105286,0 ⋅  
  
Tabella 6.14: Valori iniziali e finali dei coefficienti di smorzamento per il sistema isolato a 5gdl. 
 
Come è lecito aspettarsi, gli smorzatori sono stati concentrati nei piani inferiori (primo e 
secondo piano), in quanto, i piani che risentono maggiormente dell’eccitazione impressa 
alla base della struttura sono proprio quelli più bassi. La quantità complessiva di 
smorzamento, pur rimanendo costante, è stata distribuita in modo conveniente nei piani 
della struttura. 
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Figura 6.20: Disposizione dei coefficienti di smorzamento prima e dopo la procedura di 
ottimizzazione per il sistema isolato a 5gdl. 
 
L’andamento dei coefficienti di smorzamento nei piani della struttura al termine della 
procedura di ottimizzazione è rappresentato in figura 6.21: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.21: Distribuzione dei coefficienti di smorzamento al termine della procedura di 
ottimizzazione. 
 
Le quantità di rigidezza e di smorzamento nell’isolatore alla base rimangono costanti 
durante tutta la procedura numerica e assumono i seguenti valori: 
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È possibile verificare l’efficacia della procedura di ottimizzazione rappresentando 
l’andamento della funzione obiettivo. Per effettuare l’ottimizzazione della struttura si 
richiede la minimizzazione della funzione obiettivo, la quale rappresenta la somma 
degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano e delle accelerazioni. Si 
riportano i risultati in figura 6.22: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.22: Funzione obiettivo del sistema isolato a 5gdl. 
 
Come si può osservare dalla figura 6.22 la funzione obiettivo è stata minimizzata. Infatti 
si ha: 
 
6.3.17)                                   7165,1=inizialefob  
6.3.18)                                   6744,1=finalefob  
 
Minimizzando la funzione obiettivo si ha una riduzione della deformata della struttura 
che risulta, quindi, meno sollecitata. 
Per verificare l’efficacia del sistema di isolamento si effettuano alcuni confronti sulle 
grandezze coinvolte nella procedura di ottimizzazione nel caso con isolatore alla base e 
nel caso senza isolatore alla base. 
Innanzitutto si può osservare un calo della funzione obiettivo rispetto al caso di sistema 
non isolato, in quanto si osserva una riduzione della deformata. Si riporta il valore della 
funzione obiettivo alla fine della procedura di ottimizzazione nel caso non isolato: 
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Per verificare l’efficacia dell’isolamento alla base si effettua un confronto sugli scarti 
quadratici medi degli spostamenti di interpiano. Si riportano di seguito gli andamenti 
delle quantità in oggetto per il caso di sistema non isolato e per il caso di sistema dotato 
di dispositivi di isolamento sismico alla base: 
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Figura 6.23: Andamento degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano per il sistema 
isolato e non a 5gdl. 
 
Come si può osservare dalla figura 6.23, nel caso di sistema isolato si ha una forte 
riduzione degli scarti quadratici medi degli spostamenti di interpiano. Ciò comporta una 
sostanziale riduzione della deformata della struttura che si comporta come un corpo 
rigido al di sopra dell’isolatore. 
Come già detto nel capitolo 5, bisogna porre attenzione allo spostamento alla base nel 
caso di sistemi isolati. Infatti per tali sistemi, da un lato si ha una forte riduzione degli 
spostamenti di interpiano della sovrastruttura, ma dall’altro lato tutte le deformazioni si 
concentrano nell’isolatore. Quest’ultimo aspetto potrebbe causare dei problemi per 
quanto riguarda la costruzione di adeguati giunti sismici. Per questo motivo è necessario 
mantenere sotto controllo lo spostamento alla base evitando che esso superi i 25cm.  
Per effettuare i controlli in narrativa è stata effettuata un’analisi nel dominio del tempo 
della struttura sottoponendola al sisma di El Centro e al sisma di Northridge. Inoltre è 
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stato effettuato un confronto tra il sistema ottimizzato non isolato e il sistema 
ottimizzato dotato di isolamento per verificare il corretto comportamento dell’isolatore. 
Si riportano gli andamenti degli spostamenti e delle accelerazioni assolute e, inoltre, 
l’andamento degli spostamenti di interpiano: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.24: Spostamenti assoluti  per il sistema a 5 GDL sotto il sisma di El Centro. 
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Figura 6.25: Accelerazioni assolute per il sistema a 5 GDL sotto il sisma di El Centro. 
 
Come è lecito aspettarsi, nel caso degli spostamenti assoluti, questi sono praticamente 
tutti uguali allo spostamento dell’isolatore alla base. Si può affermare, quindi, che la 
sovrastruttura si sposta come un corpo rigido al di sopra dell’isolatore. Per quanto 
riguarda le accelerazioni assolute si nota una riduzione nel sistema isolato rispetto a 
quello non isolato. 
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L’andamento dello spostamento dell’isolatore rispetto al terreno è riportato in figura 
6.26: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.26: Spostamento dell’isolatore alla base sotto il sisma di El Centro. 
 
Nel sistema isolato è possibile verificare la sostanziale riduzione degli spostamenti e 
delle accelerazioni di interpiano rispetto al sistema senza isolatore alla base: 
 
 
Spostamenti assoluti 
(cm) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato  
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
 
 Isolatore 
 
--- 
 
0346,15  
 
  Primo Piano 
 
7734,0  
 
2528,15  
 
Secondo Piano 
 
 
4912,1  
 
4716,15  
 
Terzo Piano 
 
 
1607,2  
 
6912,15  
  
Quarto Piano 
 
 
7930,2  
 
9115,15  
 
Quinto Piano 
 
 
4449,3  
 
1307,16  
 
Tabella 6.15: Spostamenti assoluti per il sistema a 5gdl soggetto al sisma di El Centro. 
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Spostamenti relativi 
(cm) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato 
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
Riduzione Percentuale 
degli spostamenti di 
interpiano 
 
  Isolatore  
 
--- 
 
0346,15  
 
--- 
 
Primo Piano 
 
7734,0  
 
2182,0  
 
%72  
 
Secondo Piano 
 
 
7178,0  
 
2188,0  
 
%70  
 
Terzo Piano 
 
 
6694,0  
 
2196,0  
 
%67  
 
Quarto Piano 
 
 
6323,0  
 
2203,0  
 
%65  
 
Quinto Piano 
 
 
6519,0  
 
2193,0  
 
%66  
 
Tabella 6.16: Spostamenti di interpiano e riduzione percentuale per il sistema a 5gdl soggetto al 
sisma di El Centro. 
 
Come si può osservare dalle tabelle 6.15 e 6.16 le deformazioni si concentrano 
nell’isolatore alla base che raggiunge uno spostamento massimo di 15,0346 cm. Tale 
valore è inferiore al limite dei 25cm. 
Per quanto riguarda gli spostamenti di interpiano si osserva, per il sistema isolato, una 
riduzione superiore al 60% rispetto al caso di struttura non isolata. 
Si riportano di seguito gli andamenti degli spostamenti di interpiano: 
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Figura 6.27: Spostamenti relativi per il sistema a 5 GDL sotto il sisma di El Centro. 
 
È possibile controllare anche la riduzione delle accelerazioni assolute e di interpiano: 
 
 
Accelerazioni assolute 
(cm/sec2) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato  
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
 
 Isolatore 
 
--- 
 
4820,343  
 
  Primo Piano 
 
6137,269  
 
0593,349  
 
Secondo Piano 
 
 
2779,423  
 
8596,354  
 
Terzo Piano 
 
 
1308,522  
 
8959,360  
 
Quarto Piano 
 
 
7251,624  
 
1297,367  
 
Quinto Piano 
 
 
7295,740  
 
4194,373  
 
Tabella 6.17: Accelerazioni assolute per il sistema a 5gdl soggetto al sisma di El Centro. 
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Accelerazioni relative 
(cm/sec2) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato 
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
Riduzione Percentuale 
delle accelerazioni 
relative 
 
  Isolatore  
 
--- 
 
4820,343  
 
--- 
 
Primo Piano 
 
6137,269  
 
5773,5  
 
%98  
 
Secondo Piano 
 
 
6641,153  
 
8003,5  
 
%96  
 
Terzo Piano 
 
 
8530,98  
 
0364,6  
 
%94  
 
Quarto Piano 
 
 
5943,102  
 
2338,6  
 
%94  
 
Quinto Piano 
 
 
0044,116  
 
2897,6  
 
%95  
 
Tabella 6.18: Accelerazioni relative e riduzione percentuale per il sistema a 5gdl soggetto al sisma 
di El Centro. 
 
Si riportano gli andamenti delle accelerazioni relative per il sistema isolato e non 
isolato: 
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Figura 6.28: Accelerazioni relative del sistema a 5 GDL sotto il sisma di El Centro. 
 
L’analisi nel dominio del tempo è stata effettuata anche per il sisma di Northridge. 
Anche in questo caso l’isolamento alla base è risultato efficace, comportando una 
sostanziale riduzione delle accelerazioni e degli spostamenti di interpiano nel sistema 
isolato rispetto al corrispondente sistema privo di isolatori. Si riportano di seguito i 
valori degli spostamenti e delle accelerazioni e le corrispondenti riduzioni percentuali: 
 
 
Spostamenti assoluti 
(cm) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato  
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
 
 Isolatore 
 
--- 
 
6890,3  
 
  Primo Piano 
 
2483,0  
 
7419,3  
 
Secondo Piano 
 
 
4904,0  
 
7944,3  
 
Terzo Piano 
 
 
7258,0  
 
8463,3  
 
Quarto Piano 
 
 
9534,0  
 
8975,3  
 
Quinto Piano 
 
 
1660,1  
 
9541,3  
 
Tabella 6.19: Spostamenti assoluti per il sistema a 5gdl soggetto al sisma di Northridge. 
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Spostamenti relativi 
(cm) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato 
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
Riduzione Percentuale 
degli spostamenti di 
interpiano 
 
  Isolatore  
 
--- 
 
6890,3  
 
--- 
 
Primo Piano 
 
2483,0  
 
0529,0  
 
%79  
 
Secondo Piano 
 
 
2421,0  
 
0525,0  
 
%78  
 
Terzo Piano 
 
 
2354,0  
 
0519,0  
 
%78  
 
Quarto Piano 
 
 
2276,0  
 
0512,0  
 
%78  
 
Quinto Piano 
 
 
2126,0  
 
0566,0  
 
%73  
 
Tabella 6.20: Spostamenti di interpiano e riduzione percentuale per il sistema a 5gdl soggetto al 
sisma di Northridge. 
 
Si noti che anche nel caso del sisma di Northridge si ottiene una elevata riduzione degli 
spostamenti di interpiano rispetto al caso non isolato. 
Per quanto riguarda le accelerazioni, si sono ottenuti i seguenti risultati: 
 
 
Accelerazioni assolute 
(cm/sec2) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato  
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
 
 Isolatore 
 
--- 
 
2457,104  
 
  Primo Piano 
 
9315,59  
 
5989,106  
 
Secondo Piano 
 
 
1395,107  
 
6745,108  
 
Terzo Piano 
 
 
1666,144  
 
3900,110  
 
Quarto Piano 
 
 
8656,198  
 
4202,112  
 
Quinto Piano 
 
 
8157,242  
 
1960,114  
 
Tabella 6.21: Accelerazioni assolute per il sistema a 5gdl soggetto al sisma di Northridge. 
 
 
 - 143 -
 
Accelerazioni relative 
(cm/sec2) 
 
Sistema ottimizzato 
NON isolato 
 
Sistema ottimizzato 
ISOLATO 
Riduzione Percentuale 
delle accelerazioni 
relative 
 
  Isolatore  
 
--- 
 
2457,104  
 
--- 
 
Primo Piano 
 
9315,59  
 
3532,2  
 
%96  
 
Secondo Piano 
 
 
2080,47  
 
0756,2  
 
%96  
 
Terzo Piano 
 
 
0271,37  
 
7155,1  
 
%95  
 
Quarto Piano 
 
 
6990,54  
 
0302,2  
 
%96  
 
Quinto Piano 
 
 
9501,43  
 
7758,1  
 
%96  
 
Tabella 6.22: Accelerazioni relative e riduzione percentuale per il sistema a 5gdl soggetto al sisma 
di Northridge. 
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APPENDICE 
RICHIAMI DI DINAMICA 
 
A.1  Sistema ad un grado di libertà: il metodo simbolico 
 
Il metodo simbolico è un artificio utilizzato per eseguire operazioni matematiche sulle 
grandezze sinusoidali. La definizione di tale metodo discende dal fatto che una 
grandezza armonica viene rappresentata con un vettore espresso attraverso un 
esponenziale complesso funzione del tempo t, vale a dire attraverso un vettore 
simbolico.  
Il metodo simbolico permette di determinare, in maniera semplice e diretta, la 
vibrazione a regime di un sistema smorzato con eccitazione armonica; infatti, nei 
problemi inerenti alla vibrazione forzata con forzante armonica, anche la soluzione a 
regime risulta armonica e della stessa frequenza della forzante. 
  
Si consideri un oscillatore elementare smorzato, eccitato dalla forzante armonica 
 
A.1.1)      tPtp Ωcos)( 0=  
 
dove Ω è la pulsazione della forza eccitante, indipendente dalla pulsazione naturale ω 
del sistema, mentre P0 rappresenta l’ampiezza della forzante armonica. 
Tale forzante può essere rappresentata dalla parte reale della forzante complessa 
 
A.1.2)     )(cos)( 00 tisentPePtp
ti ΩΩ +== Ω  
 
si ha infatti:  
 
A.1.3)                           )Re(cos 00
tiePtP ω=Ω  
 
Se la forzante è invece del tipo  
 
A.1.4)                 tsenPtp Ω0)( =  
 
può essere rappresentata dalla parte immaginaria della forzante complessa 
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A.1.5)                                            )Im( 00
tiePtsenP ω=Ω  
 
Se si considerano le componenti sull’asse x delle forze agenti durante il moto 
oscillatorio forzato  
 
)(tmFI u&&−=             (forza d’inerzia) 
)(tcFD u&−=            (forza smorzante o viscosa) 
)(tkFE u−=             (forza elastica di richiamo) 
tPtp Ωcos)( 0=      (forza impressa) 
 
l’equazione del moto, che si ricava imponendo l’equilibrio di tali forze nella 
configurazione variata 
 
A.1.6)                           0)( =+++ tpFFF EDI  
 
diventa: 
 
A.1.7)                     tPtktctm Ωuuu cos)()()( 0=++ &&&  
 
e in forma complessa: 
 
A.1.8)                                              tiePtktctm Ω0)()()( =++ uuu &&&  
 
I vettori yx iuu +=u , yx uiu &&& +=u  e yx uiu &&&&&& +=u  rappresentano, rispettivamente, i 
vettori spostamento, velocità ed accelerazione. 
La (A.1.8) corrisponde a due equazioni differenziali, con funzioni incognite ux=u e uy=v 
 
A.1.9)                                                 tPkuucum xxx Ωcos0=++ &&&  
 
A.1.10)                            tsenPkuucum yyy Ω0=++ &&&   
 
Assumendo il vettore spostamento  
 
A.1.11)                                  ϕϕ ititip eUeUeutu
−Ω−Ω === )()(  
 
 - 147 -
sfasato dell’angolo ϕ rispetto al vettore tiePtP Ω⋅= 0)( , per effetto del termine ϕie−  , si 
ha il vettore velocità u&  
 
A.1.12)                       uu)u Ω=Ω== −Ω iUei
dt
d ti )(( ϕ&               
 
Il vettore velocità è ruotato di 90° in senso antiorario rispetto ad u.  
 
              
Figura A.1: Rappresentazione simbolica delle grandezze vettoriali nella vibrazione forzata 
 
Il vettore accelerazione ha invece verso opposto a quello dello spostamento, è ed 
rappresentato dal vettore  
 
A.1.13)                     u)uu 2)(2( Ω−=Ω−== −Ω ϕtiUe
dt
d &&&  
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Come si può vedere in fig. A.1.a, i vettori, che ruotano con la stessa velocità angolare 
Ω, rappresentano, con le loro proiezioni sull’asse x (asse reale), 
 
A.1.14)     tsenPtp Ω0)( =                         forzante 
A.1.15)     )cos( ϕ−== tUuuy Ω            spostamento 
A.1.16)     )( ϕ−−== tUsenuuy ΩΩ&&        velocità 
A.1.17)     )cos(2 ϕ−−== tUuuy ΩΩ&&&&    accelerazione 
 
poiché hanno come modulo, rispettivamente, P0, U, ΩU e Ω2 U. 
Le forze agenti durante il moto vengono rappresentate dai vettori simbolici illustrati in 
fig. A.1.b, i quali ruotano con velocità angolare Ω, rimanendo fissi gli uni rispetto agli 
altri. 
In fig. A.1.c è rappresentato il poligono di equilibrio; esso deve risultare chiuso, in 
quanto sotto l’azione delle forze agenti durante il moto il sistema risulta in equilibrio, 
istante per istante. 
 
A.2  Ampiezza complessa e recettanza. 
 
Sostituendo nella (A.1.8) l’espressione del vettore spostamento (A.1.11), velocità 
(A.1.12) e accelerazione (A.1.13), si ottiene: 
 
A.2.1)                                  titii ePeUekicm Ω0
2 )( =++− ϕ− ΩΩΩ  
Semplificando tie Ω , si può ricavare l’espressione dell’ampiezza complessa 
A.2.2)                                       02
0
0 UΩΩ
=+−==
ϕ−
icmk
P
UeU i  
 
e dividendo la (A.2.2) per l’ampiezza della forzante armonica, P0, si ottiene la funzione 
di trasferimento o funzione di risposta in frequenza o funzione del sistema: 
 
A.2.3)                                      
)(
)(1)( 2
0
0
tp
tu
icmkP
U
H =Ω+Ω−==Ω  
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La funzione H(Ω) si può anche definire recettanza o cedibilità dinamica, rappresenta il 
rapporto tra la risposta permanente e la forzante armonica complessa e il suo modulo è 
detto guadagno del sistema alla pulsazione Ω. 
L’ampiezza complessa (A.2.2) si può anche scrivere come: 
 
A.2.4)                             ( )[ ]( ) ( )2222
2
0
0 Ω+Ω−
Ω−Ω−== −
cmk
icmkP
UeU iϕ  
 
e il suo modulo vale: 
 
A.2.5)                               ( ) ( )2200 Ω+Ω−== cmk
P
UU  
 
Valutata l’ampiezza U della soluzione particolare 
 
A.2.6)                                  [ ])(Re)Re( ϕ−Ω== tip Ueuu  
 
e considerata la formula di Eulero: 
 
A.2.7)                           )()cos()( ϕϕϕ −Ω+−Ω=−Ω tisente ti  
 
dove cos(Ωt-ϕ) e sen(Ωt-ϕ) rappresentano, rispettivamente, la parte reale e la parte 
immaginaria del numero complesso )( ϕ−Ωtie , la (A.2.6) si può scrivere: 
 
A.2.8)                  ( ) ( ) )cos()cos( 220 ϕϕ −ΩΩ+Ω−=−Ω= tcmk
P
tUu p  
ϕ rappresenta l’angolo di fase e vale: 
 
A.2.9)                                          2Ω−
Ω=
mk
ctgϕ  
 
Dividendo per k numeratore e denominatore della (A.2.8) e della (A.2.9) e ricordando 
che 
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A.2.10)                                    2
1
ω=k
m  
 
A.2.11)                             ω
υωυ 22 ==
k
m
k
c  
 
si ottiene l’espressione della (A.2.8) e della (A.2.9) in funzione del rapporto di 
frequenza ω
Ω=r : 
A.2.12)                        ( ) ( )222 21
)cos(
rr
tU
u stp υ
ϕ
+−
−Ω=  
A.2.13)                                        21
2
r
rtg −=
υϕ  
dove 
k
P
U st
0=  rappresenta lo spostamento statico, ossia la variazione di lunghezza 
della molla di rigidezza k indotta dal carico statico, e 
crc
c=υ  è l’indice di 
smorzamento. 
Per poter ricavare il modulo della recettanza e la sua fase, è necessario ritornare 
all’equazione del moto in forma complessa (A.1.8) ed esplicitare il legame tra il vettore 
spostamento u  e la risposta in frequenza complessa (A.2.3). 
Per la (A.2.4) e per la (A.1.11), si può scrivere(1) 
 
A.2.14)                                            u = U0eiΩt 
 
e considerando l’espressione della funzione di trasferimento (A.2.3) si ha 
 
A.2.15)                     u = P0H(Ω)eiΩt        oppure     u(t)=H(Ω)p(t) 
 
Uguagliando le due espressioni si ricava 
 
A.2.16)                      U0 = P0H(Ω)        oppure     U0 = P0H(Ω) 
 
Per ricavare il modulo della recettanza basta considerare la (A.2.5) e la (A.2.16): 
                                                 
(1) Le grandezze complesse vengono rappresentate in grassetto 
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A.2.17)                        ( ) ( )2220
0 1)(
Ω+Ω−
==Ω
cmkP
U
H  
 
mentre per ricavare la sua fase si fa riferimento alla (A.2.9): 
 
A.2.18)                                ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
Ω−
Ω== − 21 mk
ctgHϕϕ  
 
Dalla (A.2.18) appare che l’angolo di fase dipende dai parametri fisici m, c, k del 
sistema, nonché dalla pulsazione Ω della forzante esterna.  
La fig. A.2 illustra l’andamento del modulo e della fase della recettanza, in funzione 
della pulsazione Ω dell’eccitazione. Nei problemi di identificazione tali grafici sono di 
determinazione sperimentale. 
 
 
Figura A.1: Andamento del modulo e della fase della recettanza in funzione della pulsazione Ω della 
forzante stessa 
 
Quando la sollecitazione è statica , cioè Ω=0, dalla (A.2.17) si ricava H(0)=1 / k, per cui 
la rigidezza k si può ricavare come 
 
A.2.19)                                            ( )0
1
H
k =  
 
In condizioni di risonanza, ossia quando la pulsazione propria del sistema ω uguaglia la 
frequenza Ω dell’eccitazione 
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A.2.20)                                     ω=Ω 
 
si raggiunge il picco della curva di risposta, come si può vedere in fig. A.2. 
Essendo  
 
A.2.21)                                   
m
k=ω  
 
si può scrivere 2ω= mk e per la (A.2.19) si ottiene 
 
A.2.22)                                ( ) 20
1
ω= Hm
 
 
che consente di stimare la massa dell’oscillatore smorzato, in termini di H(0) e 
dell’ascissa ω del punto S della curva di risposta in frequenza di fig. A.2. 
Per valutare l’ampiezza di H in condizioni di risonanza, cioè l’ordinata di S, si valuta il 
modulo della recettanza per ω=Ω. Poiché in condizione di risonanza si ha: 
 
A.2.23)                              22 Ωmmk =ω=  
 
dalla (A.2.17)  si ottiene  
 
A.2.24)                                           ( ) ω==ω ccH
1
Ω
1  
 
da cui si ricava l’espressione del coefficiente di smorzamento 
 
A.2.25)                                                                 ( )ωω= Hc
1  
 
Tenendo conto  del fatto che 
 
A.2.26)                                            υω= 2
m
c  
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per le (A.2.22) e (A.2.25), la (A.2.26) fornisce il valore dell’indice di smorzamento 
 
A.2.27)                                          ( )( )ω=υ H
H
2
0  
 
A.3 Sistema ad N gradi di libertà: richiami delle equazioni dell’analisi modale. 
 
L’equazione differenziale del moto forzato di un sistema ad N gradi di libertà ammette 
la rappresentazione matriciale compatta: 
 
A.3.1)                                            ( ) ( ) ( )ttt pkuucum =++ &&&   
 
dove m è la matrice di massa, c è la matrice di smorzamento e k è la matrice di 
rigidezza: 
                          
,
21
22221
11211
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
NNNN
N
N
mmm
mmm
mmm
K
KKKK
KKKK
K
K
m
              ,
21
22221
11211
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
NNNN
N
N
ccc
ccc
ccc
K
KKKK
KKKK
K
K
c  
A.3.2)  
              
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
NNNN
N
N
kkk
kkk
kkk
K
KKKK
KKKK
K
K
21
22221
11211
k  
 
mentre i vettori ( ) ( ) ( ) ( )tt pptuu ,uu ,tuu ==== ,&&&&&&  rappresentano rispettivamente gli 
spostamenti nodali, le velocità nodali, le accelerazioni nodali e le forze esterne: 
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A.3.3)                   
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
,
,
2
1
2
1
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
tu
tu
tu
t
tu
tu
tu
t
N
N
&&
M
&&
&&
&&
M
u
u
                           
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
,
,
2
1
2
1
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
tp
tp
tp
t
tu
tu
tu
t
N
N
M
&
M
&
&
&
p
u
 
 
Il sistema (A.3.1) si può risolvere assumendo come soluzione 
 
A.3.4)                                       ( ) ( ) ( )tt r
r
r  ηXUu == ∑N
1=
ηt  
 
dove X è la matrice modale, le cui colonne sono gli autovettori r
(r) UU = , per 
 r=1,2,......,N, del sistema non smorzato 
 
A.3.5)                                               ( ) ( ) 0kuum =+ tt&&  
 
A.3.6)                [ ]
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
==
(N)
N
(r)
N
(2)
N
(1)
N
(N)
2
(r)
2
(2)
2
(1)
2
(N)
1
(r)
1
(2)
1
(1)
1
(N)(r)(2)(1)
UUUU
UUUU
UUUU
UUUUX
LL
LLLLLL
LLLLLL
LL
LL
LL  
Il generico autovettore  
 
A.3.7)           [ ] [ ]TT Nr2r1r(r)N(r)2(r)1(r) UUUUUUU LLLLLL ==  
 
definisce il modo di vibrare r-esimo del sistema e corrisponde all’autovalore 2rr ω=λ . 
Nella (A.3.4) le quantità ( )trr η=η  rappresentano le coordinate modali, dette anche 
principali o normali, raccolte nel vettore algebrico  
 
A.3.8)                                          [ ]Nηηη= L21Tη  
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Se si ricavano le velocità u&  e le accelerazioni u&& del sistema ad N gradi di libertà: 
 
A.3.9)         ( ) ( ) ( )tt r
r
r η XUu &&& == ∑N
1=
ηt             ( ) ( ) ( )tt r
r
r η XUu &&&&&& == ∑N
1=
ηt  
 
e si sostituiscono la (A.3.4) e le (A.3.9) nella (A.3.1) si ottiene  
 
A.3.10)                             ( ) ( ) ( ) ( )tttt pkXηηcXηmX =++ &&&  
 
Premoltiplicando la (A.3.10) per l’autovettore )1,2,(Ts N,s L=U : 
 
A.3.11)              [ ] [ ]TT Ns2s1s(s)N(s)2(s)1Ts UUUUUUU LL == , 
 
e richiamando le relazioni di ortogonalità dei modi principali di vibrare 
( 1,1 ≠≠ ss KM ): 
A.3.12)                               
rssrsr
rssrsr
KK
MM
δ=δ=
δ=δ=
s
T
r
s
T
r
kUU
mUU
 
 
dove Mr e Kr rappresentano la massa generalizzata e la rigidezza generalizzata relativa 
al generico r-esimo modo principale di vibrare, mentre rsδ  denota il delta di Kroneker 
( 1=δrs  per r = s e 0=δrs  per r ≠ s), l’espressione (A.3.10) si può scrivere 
 
A.3.13)               ( ) ( ) ( ) ( )tttt rN
s
sr pUkUUcUUmUU
T
rr
T
r
1
s
T
rr
T
r =η+η+η ∑
=
&&&  
 
La (A.3.13) si può anche scrivere  
 
A.3.14)                        ( ) ( ) ( ) ( )ttKtCtM TrrrN
s
rrsrr pU=η+η+η ∑
=1
&&&  
 
se si pone  s
T
r cUU=rsC  e si tiene conto che rTr mUU=rM e rTr kUU=rK . 
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Dividendo i termini della (A.3.14) per Mr e ricordando la definizione di frequenza 
naturale ωr e di fattore di partecipazione modale Gr relativo al modo r-esimo di vibrare 
 
A.3.15)                        
r
r
r M
K=ω2 ,            ( ) ( )
r
r
r
r M
tP
M
G == t
T
r pU  
 
la (A.3.14) diventa  
 
A.3.16)                            ( ) ( ) ( ) rrrN
s
s
r
rs
r GttM
C
t =ηω+η+η ∑
=
2
1
&&&  
 
per r = 1,2,...,N. 
La (A.3.16) rappresenta la formulazione indiciale per le N equazioni normali; la 
formulazione matriciale si ottiene premoltiplicando la (A.3.10) per XT 
 
A.3.17)                   ( ) ( ) ( ) ( )tttt pXkXηXηcXXηmXX TTTT =++ &&&  
 
Per le posizioni 
 
A.3.18)       mXXM T= ,      kXXK T= ,    cXXC T= ,     ( )tpXP T=  
 
dove M e K sono le matrici diagonali dette matrici generalizzate o matrici modali di 
massa e di rigidezza 
A.3.19)             
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
==
NM
M
M
K
KKKK
KKKK
K
K
00
00
00
2
1
TmXXM  
 
A.3.20)             
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
==
NK
K
K
K
KKKK
KKKK
K
K
00
00
00
2
1
TkXXK , 
 
mentre la matrice C presenta, in generale, termini non nulli fuori diagonale. 
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Il vettore P(t) delle forze modali o generalizzate assume l’aspetto 
A.3.21) 
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
==
(N)T
(2)T
(1)T
T
Up
Up
Up
pXP
M
)()( tt         oppure          ∑
=
=
N
i
r
iir UpP
1
)(  
 
Premoltiplicando i termini della (A.3.10) per la matrice M-1 e ponendo 
 
A.3.22)         D = M-1C,          Ω2 = M-1K,         G = M-1XTp(t)        
 
si ottiene   
 
A.3.23)                         G(t)(t)D(t) 2 =Ω++ )(tηηη &&&  
 
Nella (A.3.23) la matrice Λ=Ω2  è la matrice spettrale (diagonale) che raccoglie i 
quadrati delle pulsazioni naturali 
 
A.3.24)            
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=Λ=Ω
2
2
2
2
1
2
00
00
00
Nω
ω
ω
LL
LLLLL
LLLLL
LL
LL
                   
 
mentre il vettore G(t) è il vettore dei fattori di partecipazione modale: 
 
A.3.25)                 [ ])()()()( tttt N21T GGGG L=          
 
L’elemento generico della matrice D, non diagonale, assume l’aspetto 
 
A.3.26)                            
rr
rs
rs MM
CD s
T
r cUU==                        
 
Nel caso di  strutture debolmente smorzate si può trascurare l’influenza dei termini non 
diagonali della matrice D 
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A.3.27)                 r
T
r cUU== rrr CC ,               0sTr == cUUrsC  
 
e la (A.3.16) diventa 
 
A.3.28)                           ( ) ( ) rrrr
r
r
r GttM
Ct =++ ηωηη 2)(&&&  
 
Introducendo il fattore di smorzamento modale υr, relativo al modo r-esimo di 
vibrazione (r = 1,2,...,N): 
 
A.3.29)                                    rr
r
r
r M
CD ωυ== 2  
 
la (A.3.28) assume la forma 
 
A.3.30)                        ( ) ( ) ( ) ( )tGttt rrrrrrr =ηω+ηωυ+η 22 &&&  
 
ma può esprimersi anche nella forma 
 
A.3.31)                        ( ) ( ) ( ) ( )tPtKtCtM rrrrrrr =η+η+η &&&  
 
dove Mr, Cr, Kr, Pr, rappresentano la massa, lo smorzamento, la rigidezza e la forza, 
generalizzata o modale, del generico modo di vibrare. L’elemento generico delle 
matrici generalizzate assume la forma 
 
A.3.32)                    )(
1 1
)((r)(r)T r
j
N
j
N
i
ij
r
ir UmUM ∑∑
= =
== mUU  
A.3.33)                    )(
1 1
)((r)(r)T r
j
N
j
N
i
ij
r
ir UcUC ∑∑
= =
== cUU  
A.3.34)                    )(
1 1
)((r)(r)T r
j
N
j
N
i
ij
r
ir UkUK ∑∑
= =
== kUU  
 
Se si considera l’ipotesi di smorzamento proporzionale, oppure classico, modale, 
ortogonale, è possibile disaccoppiare le equazioni del moto ed analizzare separatamente 
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i vari modi di vibrare. In questo caso si può costruire la matrice di smorzamento 
diagonale c come combinazione lineare delle matrici di massa m e di rigidezza k: 
A.3.35)                                      c = am + bk 
 
Per le (A.3.27) e (A.3.32) il coefficiente di smorzamento assume la forma 
 
A.3.36)             rrr
T
rr
T
rr
T
rr bKaMbaC +=+== kUUmUUcUU  
 
L’indice di smorzamento modale rυ , associato al generico r-esimo modo di vibrare, per 
le (A.3.29) e (A.3.33) assume l’aspetto  
 
A.3.37)                            ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +ω=ω=υ rrrr
r
r b
a
M
C ω
2
1
2
 
 
 
A.4  Calcolo delle funzioni di trasferimento. 
 
Definito lo spostamento ur del nodo r-esimo e la forza ps applicata a punto s-esimo, si 
può valutare il loro rapporto, ossia la funzione di trasferimento Hrs  
 
A.4.1)                          ( ) ( )∑
=
====
N
j
j
r
j
sjj
s
r
s
r
rsrs UUHp
u
p
uHH
1
)()(
0
0 ΩΩ  
 
dove l’uguaglianza a destra deriva dalla posizione 
 
A.4.2)                                         tiir
ti
rr eeUeuu
ΩΩ ϕ−== 0  
e 
A.4.3)                         ( ) ( )
j
j
jjj
jjj piCMK
HH
0
0
2
1 η=+−== ΩΩΩΩ  
 
Rappresenta la funzione di trasferimento nello spazio modale. 
Sostituendo la (A.4.3) nella (A.4.1) si ottiene 
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A.4.4)                                ∑
= Ω+Ω−=Ω
N
j jjj
j
r
j
s
rs iCMk
UU
H
1
2
)()(
)(      
             
che rappresenta la risposta del sistema nel punto r-esimo, in seguito ad una forzante 
unitaria applicata nel punto s-esimo.  
La funzione di trasferimento presente nella (A.4.4) è definita dal contributo di tutti i 
modi di vibrare, perciò tale approccio modale è definito a più gradi di libertà. 
 
A.5 Matrice di trasferimento. 
 
⎯ Rappresentazione nello spazio modale 
La matrice di trasferimento ha come componenti le funzioni di trasferimento (A.4.4). 
Sia p=p(t) il vettore delle forzanti sinusoidali  
 
A.5.1)                                    titi
N
s
N
s
ee
P
P
P
P
tp
tp
tp
tp
ΩΩ =
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
== 0Pp(t)p
0
0
02
01
2
1
)(
)(
)(
)(
M
M
M
M
                       
 
dove la generica componente applicata al grado di libertà r-esimo ha ampiezza P0r: 
 
A.5.2)                                               tirrr ePtpp
Ω== 0)(                       
 
Assumendo come vettore delle forzanti armoniche il vettore (A.5.1) e una risposta 
stazionaria del tipo  
A.5.3)                                    
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=== ΩΩ
N
ti
N
ti eet
η
η
η
η
η
η
ηηη MM
2
1
0
02
01
0)(                        
la (A.3.31) assume la forma 
 
A.5.4)                                   [ ] titi eei ΩΩ =Ω+Ω 0T02 PXCM-K η                       
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Se si introduce il vettore 
A.5.5)                     ( ) ti
NT
T
T
ti
N
T
N
ee
P
P
P
F
F
F
t ΩΩ
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
==
)(
0
)2(
0
)1(
0
0
02
01
2
1
UP
UP
UP
XFF
MMM
 
la (A.5.4) assume la forma 
 
A.5.6)                                        [ ] ( ) FηΩCMΩK =+ ti2-  
 
Le matrici presenti nella (A.5.6), matrici modali di massa M, di rigidezza K e di 
smorzamento C, sono diagonali. 
La (A.5.6) in notazione matriciale estesa assume la forma 
 
A.5.7)      
( )
( )
( )
( )
( )
( )⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⋅
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
+
+
+
tF
tF
tF
t
t
t
CiMK
CiMK
CiMK
NNNNN
MM
LLL
LLLL
L
L
2
1
2
1
2
22
2
2
11
2
1
-
0-0
00-
η
η
η
ΩΩ
ΩΩ
ΩΩ
 
 
Sulla diagonale principale della matrice quadrata del sistema (A.5.7) sono presenti le 
impedenze, per r = 1,2,...,N: 
 
A.5.8)                         rrrrrr CiMKZZ ΩΩ +== 2-  
 
allora tale matrice quadrata di ordine N×N è definita matrice delle impedenze. 
L’inverso dell’impedenza rappresenta la funzione di trasferimento nello spazio modale, 
detta recettanza modale 
 
A.5.9)                    
rrr
rrr CiMK
HH
ΩΩ +== 2-
1  
 
Si può quindi definire anche la matrice di recettanza modale H : 
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A.5.10) 
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
+
+
+
=
NNN CiMK
CiMK
CiMK
ΩΩ
ΩΩ
ΩΩ
H
2
22
2
2
11
2
1
-
100
0
-
10
00
-
1
L
LLLL
L
L
 
 
 
 
 
⎯ Rappresentazione nello spazio fisico 
Tenendo conto della recettanza modale (A.5.9)  e della (A.5.7), per r =1,2,...,N,  risulta 
 
A.5.11)           ( )tFH rrrr =η                oppure             ( )tFZ rrr =η  
 
Applicando la relazione (A.3.4) si possono ricavare le funzioni di trasferimento Hij nello 
spazio fisico. Se si scrive la (A.3.4) per la generica componente ur si ha 
 
A.5.12)                 ( ) ( )tFUHUu jN
j
j
rjj
N
j
j
rjr ∑∑
==
=η=
1
)(
1
)( Ω  
Ricavando dalla (A.5.5)  
 
A.5.13)            ( )∑∑
==
===
N
s
j
ss
N
s
j
ss
titijT
j UtpUPeeF
1
)(
1
)(
0
)(
0
ΩΩUP  
 
la (A.5.12) diventa 
 
A.5.14)                          ( )∑∑
==
=
N
j
s
j
r
j
sjj
N
s
r tpUUHu
1
)()(
1
 
 
Ponendo  
 
A.5.15)             ∑∑
== +−==
N
j jjj
j
r
j
s
N
j
j
r
j
sjjrs CiMK
UU
UUHH
1
2
)()(
1
)()(
ΩΩ
 
 
la (A.5.14) assume la forma 
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A.5.16)                   ( )∑
=
=
N
s
srsr tpHu
1
              per r=1,2,...,N 
 
che in notazione matriciale estesa diventa 
 
A.5.17)                     
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
NNNNN
N
N
N p
p
p
HHH
HHH
HHH
u
u
u
M
L
LLLL
L
L
M
2
1
21
22221
11211
2
1
 
 
In notazione matriciale sintetica, si ha 
 
A.5.18)                                       ( )pΩHu =  
 
essendo u(t) e p(t) i vettori degli spostamenti nodali complessi e delle forzanti nodali 
complesse e  H=H(Ω) la matrice delle funzioni di trasferimento, ossia la matrice di 
recettanza, che risulta essere una matrice simmetrica 
 
A.5.19)           ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
ΩΩΩ
ΩΩΩ
ΩΩΩ
ΩH
NNNN
N
N
HHH
HHH
HHH
L
LLLL
L
L
21
22221
11211
 
 
A.6  Risposta del sistema ad eccitazione casuale. 
 
Mentre la risposta di un sistema lineare eccitato da una forzante deterministica è 
completamente conosciuta e può essere descritta in funzione della forzante e delle 
caratteristiche fisiche ( massa m, rigidezza k, coefficiente di smorzamento c) e modali ( 
indice di smorzamento ν  e pulsazione propria ω ) del sistema,  la risposta di un sistema 
lineare ad una eccitazione casuale è di tipo aleatorio e dunque non risulta conveniente 
descriverla in funzione del tempo. Se la forzante che agisce su un sistema lineare 
presenta delle regolarità statistiche, anche la risposta presenterà le medesime regolarità 
statistiche e , dunque, risulta opportuno descrivere in termini probabilistici sia 
l’eccitazione che la risposta. 
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⎯ Sistema lineare eccitato da forzante aleatoria 
La risposta )(tu  di un sistema lineare eccitato dalla forzante )(tpp =  è fornita dall’ 
integrale di convoluzione: 
 
A.6.1)                           ∫+∞∞− ∗=−= )()()()()( thtpdthptu τττ  
 
in cui )( τ−th  è la funzione di risposta all’impulso. 
Nel dominio della frequenza la (A.6.1) ammette la rappresentazione: 
 
A.6.2)                                          )()()( ΩΩ=Ω PHU  
 
essendo )(ΩH  la funzione di trasferimento, detta anche risposta in frequenza. 
La funzione di trasferimento risulta essere la trasformata di Fourier della funzione di 
risposta all’impulso )(τh : 
 
A.6.3)                                       ττ τdehH i∫+∞∞− Ω−=Ω )()(  
 
mentre )(τh  è la trasformata inversa di )(ΩH : 
 
A.6.4)                                    ΩΩ= ∫ ∞+∞− Ω deHh i τπτ )(21)(  
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura A.3: Illustrazione schematica, nei domini del tempo e della frequenza, della forzante, della 
risposta e del sistema. 
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u(t)=h(t)*p(t)
Sistema Risposta
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La funzione )(ΩH  descrive compiutamente il sistema nel dominio della frequenza, 
mentre )(th  descrive compiutamente il sistema nel dominio del tempo. 
Per la (A.6.2) si ha: 
 
A.6.5)                                        )()()( ΩΩ=Ω PHU  
 
Se si pone l’eccitazione uguale all’impulso unitario 
 
A.6.6)                                                 )()( ttp δ=  
 
si ha 
 
A.6.7)                                     1)()( ==Ω ∫+∞∞− Ω− dtetP tiδ  
 
e la relazione (A.6.2) assume la forma: 
 
A.6.8)                                              )()( Ω=Ω HU  
 
Si fa notare che l’efficacia dell’analisi nel dominio delle frequenze risiede nel rimanere 
nel dominio stesso e fare uso di alcune proprietà spettrali dei segnali per ricavare 
conclusioni sul segnale di uscita. 
Moltiplicando i membri della (A.5.18) per tie Ω− e integrando tra ∞−  e ∞+ si ottiene: 
 
A.6.9)                                 dtetdtet titi ∫∫ +∞∞− Ω−+∞∞− Ω− Ω= )()()( pHu  
 
Poiché gli integrali 
 
A.6.10)       )()( Ω=∫+∞∞− Ω− Uu dtet ti ,                  )()( Ω=∫+∞∞− Ω− Pp dtet ti  
 
rappresentano le trasformate di Fourier dell’eccitazione )(ΩP  e della risposta )(ΩU , 
l’equazione (A.6.9) prende la forma 
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A.6.11)                        )()()( ΩΩ=Ω PHU  
 
Si riporta di seguito un quadro sinottico del calcolo delle principali statistiche delle 
forze e degli spostamenti nello spazio modale e nello spazio fisico: 
 
Vettore di 
processi  
aleatori 
Valore medio Matrice di densità spettrale Matrice di 
 correlazione 
Eccitazione 
 Nodale 
)(tpp =  
 
pµ  
 
)(ΩpS  
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Generalizzata 
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p
T
f t µµ X=)(  
 
XSXS )()( Ω=Ω pTf  
 
XRXR )()( ττ pTf =  
Risposta 
modale 
o 
generalizzata 
)(tqq =  
 
qµ  
 
)()()()( ΩΩΩ=Ω ∗ HSHS fq  
 
ΩΩ= Ω∞+∞−∫ deiqq τπτ )(21)( SR
Risposta 
nodale 
)(tuu =  in 
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di )(tqq =  
 
qu t µµ X=)(  
 
T
qu XXSS )()( Ω=Ω  
 
T
qu XXRR )()( ττ =  
Risposta 
)(tuu =  
in termini di 
eccitazione 
esterna 
)(tpp =  
 
uµ  
 
)()()()( ΩΩΩ=Ω ∗ Tupuu HSHS
 
ΩΩ= Ω∞+∞−∫ deiuu τπτ )(21)( SR
 
Figura A.4. Quadro sinottico delle statistiche delle forze e degli spostamenti negli spazi modale e 
nodale. 
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